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以知識概念架構為基之數學能力診斷方法 

中文提要 

 

 

學生：張英燦                       指導教授：王昌斌博士 

                                              

                                              
 

 

南  華  大  學 資訊管理學系碩士班 

 

 

 

摘摘摘摘        要要要要 

 

 

 

本研究研製之一個好的學習診斷方法，不但要能夠有效地評估學

習者的學習成效，更要能診斷學習者的學習障礙與迷思概念，才能幫

助學生突破學習障礙，進一步改善學習效能。 

評量測驗在學習過程中是一個重要的步驟，據此可以評估學生的

學習效能以及學生的學習障礙。總結性評量是用來評估和總結學習者

在某一特定時間的發展狀況，老師無法針對學習者所得到的成績給予

真確的建議。因此本研究提出一個以知識概念架構為基礎之學習診斷

方法，來評估學生的學習成效。 

 

關鍵字關鍵字關鍵字關鍵字：：：：學習診斷方法、學習障礙、迷思概念、知識概念架構 
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A Diagnosis Method of Mathematics Ability base upon 

knowledge Concept Construction. 

英文提要 

Student：Ying-tsan Chang                Advisors：Dr. Chin-Bin Wang 
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The M.I.M. Program 

Nan-Hua University 

 

ABSTRACT 

 

 

 

A good studing diagnosis method not only can evaluate learners' study 

result effectively, but also can diagnose their learning disability and 

misconception, helps learners to break through the learning disability and 

improvement the learning result. 

Assessment test is an important step in the learning process which 

evaluate the Study potency and learning disability. Summative assessment 

refers to the assessment of the learning and summarizes the development of 

learners at a particular time. However, teachers can not give valid 

suggestions to learners from their test scores. In this paper, a learning 

diagnosis method based upon the knowledge concept construction is 

proposed to evaluate the learning efficiency of students. 

 

Keyword: studing diagnosis system, learning disability, misconception, 

knowledge concept construction 
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第一章第一章第一章第一章    緒論緒論緒論緒論    

    
教學過程中，為了確認學生的學習成效，大量採用形成性及總結

性的紙筆測驗，除了評鑑學生學習行為表現依據，並據此判斷學生的

成績和等第。這樣的測驗方式，雖然能達到能力評定的功能，但對於

進一步提供補救教學或加強，作用卻不明顯。在教學現場上，受限於

時間與人力條件，教師難以診斷個別學生發生困難之所在，給予適當

且有效的支援。學習者在學習過程中，經常因為模糊地帶未得到釐清，

導致學習困難的情況不斷循環發生，進而影響後續的學習。因此，若

能有效地推測出學習認知能力，找出學習者學習歷程上缺乏或迷思的

節點，提供較佳之學習路徑給相關人員參考，有效地給予協助、補救，

藉此作法有效改善學習者的迷思概念，提升其學習效能與信心。  

要落實補救教學的理念，必須有精確而有效的學習困難診斷機

制，才能有效針對學生的學習困難提供適切的補救方向及教材，提昇

學習的品質。若無法診斷出學生疑難困擾之所在，教學時勢必無法依

照學生對於學習概念的瞭解差異性，提供適性化教學內容。在評量過

程能否蒐集更多的答題資訊來協助資料分析，是影響學習診斷結果精

確與否的重要因素之一。一般的測驗與評量系統，考量受測者答題的

容忍度，給題數目受限，再加上採用一般形成性或總結性測驗題庫，

診斷功能較缺乏，使得能夠蒐集到的訊息範圍廣泛，診斷深度卻太淺，

影響診斷結論的形成。     

在政府大力推動資訊教育基礎建設之努力下，全國各級學校教師

已均具備一定的資訊能力素養，資訊設備在校園內之應用已十分成

熟，因此，教師運用電腦輔助進行診斷已不再是個問題。所以，應用

資訊媒體輔助評量的時機已十分成熟，而工欲善其事，必先利其器，

提供一套適當的學習評量系統，協助教師有效率地評估學生的學習成
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效，以提高教學效果及提昇教學品質，實有其必要性。 

第一節 研究背景與動機  

近年來，資訊科技及網際網路的快速發展，各式各樣的訊息快速

且便捷的流通，不斷地改變人類的生活模式。各項資訊化的教學概念

以及設備引進，增加了課堂活動的變化：具體的影音效果與操作，將

教育活動的場域與時間限制減少，讓課堂教學型態更多樣化。Mitchell 

& Hunt（1997）認為「教師們應該了解現在的教學角色是完全不同於

教師自己學生時代的經驗，因為今日的學生將他們的老師接受更多的

資訊科技教育，教師想要吸引學生學習興趣、獲得更佳的教學效果，

必須跟隨時代潮流、吸納新資訊科技的優點。」教學活動的地點也逐

漸由傳統的教室延伸至網際網路，形成了以網際網路為基礎的遠距教

學，傳統的教學活動也逐漸的走向多樣的數位學習（e-Learning），為

學習者提供更具效能的教學環境。 

除了傳統教學模式的改變，許多專家學者也投入多元化教育資訊

輔具的相關研究，在教學現場提供其他的支援。例如電腦輔助教學系

統 （ computer-assisted tutoring system） 及 電 腦 輔 助 測 驗 系 統

（computer-assisted testing system）（何榮桂，1997；許慶昇、杜淑芬、

黃國禎，1998；張紹勳，1998）。不管是傳統教學或資訊融入的學習方

式，都希望能在知識傳授過程中，協助學生減低學習困難，提升學習

效能，增加學生的成就感及學習意願，雖然方式不同，但以學生為主

角的原則是一致的。因此，不管是教材設計，教學活動的編寫，以及

輔助學習設計與策略的導入，都能考量學生的既有背景及個別差異，

並依此為學習基礎，提供適性化的個人學習支援，提昇學習成效及學

習者能力。 

一個具效能的測驗系統不僅要能有效評估學生之學習成效，更要
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能診斷出學生的學習障礙或迷思概念，說明個別狀況，提供分析，藉

此幫助學生消除迷思概念、改進學習成效。因此，一個好的測驗系統

必須具備三大功能：（1）能診斷出學生學習障礙之可能原因，（2）能

針對學習障礙提供合理解釋，（3）能建立改進學習成效之補救學習路

徑以做為改進學習成效之依據。為了達成這三項目標，Novak 與 

Gowin（1984）提出以概念圖（Concept Map）作為輔助學習者達成後

設認知的工具。透過概念圖的繪製﹐瞭解學習結構﹐並思考新知識與

原有概念間的關係﹐進一步達到有意義的學習。 

Novak（1998）更指出，概念繪圖工具在教育應用上確實具有其明

確效能，用來澄清學習者的學習架構、協助團隊凝聚學習目標的共識

及有效建立評鑑工具等優點。一些研究者也指出（Turns, J., Atman, C.J. 

& Adams, R., 2000），「知識概念架構」可以透過概念圖方式來加以呈

現，不僅用於表現學科知識架構，找出學習路徑，進一步診斷學生的

學習認知。知識概念架構為基礎的診斷方式，將概念圖應用於概念基

模所產生知識表徵（Knowledge Representation）的現象說明。概念圖的

優點是可以幫助學習及教學成效提升，也可作為補救教學的輔助工

具，因此，邱垂昌與陳瑞斌（2000）主張：（一）概念圖也是一種教學

指導工具。（二）概念構圖可以視為另一種可行的評量學習成效之工

具。（三）有超過 80%的學生認為概念圖可以幫助整合概念。這種知識

結構儲存於電腦輔助教學系統的資訊庫中，配合演算法的推估，不僅

能有效降低施策題目的數目，更能有效探測出學生的學習障礙處，提

供作為指導或輔助學生之學習。利用知識概念架構做為學習診斷的基

礎，將診斷結果提供教師設計個別的補救學習路徑。  

電腦輔助診斷是現代測驗理論的主流，傳統的測驗方式，大多在

施測完成後，產生形成性或總結性指標之後，便完成測驗的流程。對
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於學生的迷思概念或遺漏認知，也常因為課程進度的壓力、教師人力

的不足而被忽略帶過，並沒有藉該次診斷的內容，將後續診斷、補救

的工作完成。運用電腦輔助進行學習診斷，能有效率的輔助教師對施

測結果進行錯誤模式的推斷，為教師在教學上提供實際且效能的協

助。然而一套學習診斷系統從軟體的選購或開發、題庫的建立、預試

與試題分析、測驗的實施以至題庫的維護等，其成本及使用複雜度亦

較大，以致班級教學現場，並未見到學習診斷系統的普及。本研究在

對於診斷系統架構進行可行性之先探，希望以實務的方法流程，進行

課堂現場的測試，試圖找出本研究提出方法流程之優、劣處，作為日

後建立數位化、自動化的診斷系統之參考。 

灰色理論（Grey system theory）近年來在教育領域上日益受到重

視，相較於其他的統計方法，該理論對於系統模型之條件屬於不完整、

不確定、多變量輸入、離散的數據資料的情況，能做有效的處理，提

出解決之方法（翁慶昌，陳嘉欉，賴宏仁，2001）。因此，因應學生測

驗作答的實際狀況下，作答結果屬於少條件、少資訊的情形，本研究

提出一應用灰理論之學習評量模式，整合主觀與客觀的受試者評量資

訊，作為教師評量學生之學習成效工具。 

第二節 研究目的 

學習評量是教學關鍵的一環，除了作為教學成效的確定外，還是

另一段學習的重要依據。如何評估學生的學習成效與真正能力，是教

學者的重要任務，而教學者亟需一項協助其達成此任務之工具。我們

知道資訊化的測驗統計在受試者能力值估算之研究已相當成熟，只要

經過長時間或多試題的測驗，相信資訊輔助測驗診斷能估算出受試者

較精確的能力值。但是，在實際教學現場，教學目標是多樣的，時間

卻是有限的，在有限的時間內要進行大量試題的學習評量是不容易做
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到的。希望能以一般形成性或總結性評量的題庫，在少量測驗題數的

限制下評估受試者之能力值，完成診斷的目標，會發生錯估受試者能

力之情形。因此本研究研究目的為：  

一、 嘗試結合模糊理論及灰關聯度運算的技術，開發智慧型教

學診斷方法。 

二、 提出一應用模糊集合理論與試題反應理論之診斷流程，根

據知識結構的特性，形成學習概念節點及路徑順序，以此為基

礎命題，可讓出題更具目標性，達到減少測驗題數之效能。 

三、 整合主觀與客觀性的受試者評量資訊，配合資訊設備的運

算輔助，以更具效率的方法來估算出受試者學習成效與能力。 

四、 將學生答題能力分成「解題技能」與「概念學習」兩大類

進行探測與比較，提供教學者更多面向之訊息。 

五、 以知識結構為基礎，探討剖析學生的學習過程，與檢討學

習的盲點及操作習性，以達到適性化的教導模式，促成有效的

學習。 
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第三節 研究流程 

本研究之流程如參見圖 1-1，並將分述於各章節中：  

 

圖1-1、研究流程圖 

第四節、研究內容編排 

在本研究第二章中，我們是針對本研究之理論基礎加以說明：第

一節說明在九年一貫精神下，學習評量的定位以及在教學上應用方
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式。第二節探討學習者知識的累增歷程中，學習迷思概念的形成與影

響。第三節介紹藉由「學習概念架構圖」，協助教師進行錯誤類型之診

斷。第四節則介紹模糊德菲法之運算方法及優缺點。第五節介紹灰色

系統理論，討論灰色系統理論之特性及其應用範圍。 

第三章中討論本研究所使用之以知識概念架構為基礎之診斷方

法，本研究提出之方法分為三階段：第一階段為學習概念分析階段；

第二階段為編製概念診斷工具，包括試題測驗工具與錯誤類型比對工

具；第三階段為學習概念診斷。第四章中我們介紹本研究之實作流程。

第五章進行本方法之效能與結果說明。最後一章進行結論及未來研究

方向之建議。 

第五節、研究限制 

一、 本研究是以學習結構性較明顯、階層數目較單純之國小數

學科為範圍。未來若要其他單元甚至學科之測驗診斷，必須依

該主題之特性進行必要調整。  

二、 知識概念節點的選定、架構圖的建立、錯誤類型之蒐集等

專家效標部分會涉及分析者主觀的判斷，容易發生看法上的歧

異與整合上的困難。 
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第二章第二章第二章第二章    文獻探討文獻探討文獻探討文獻探討    

    

第一節 學習評量 

學校教學目標的設計，是以課程標準作為依據，擬定適切可行課

程計畫。為了增進學生學習效能，達成課程目標，教學目標、教學方

式與教學評量需同時計劃，才能密切配合，達成完整結合。教學評量

在整個基本教學模式（The Basic Teaching Model）中，具有回饋和統整

活動的功能（Glaser, R. , 1962），詳見圖 2-1。 

 

圖2-1 Glaser R.基本教學模式 

 

教師根據評量的結果，適切的修正教學目標、教學活動；學生可

以修正其學習錯誤、診斷其學習方法、或增加其學習動機和學習成就。

評量測驗可用來評估教學成效與診斷學習的困難，是教師應具備的技

能之一，也是教學流程中不可或缺的一環。及時地掌握學生學習上的

困難，並給予學習上的引導、心理上的關懷，不僅能幫助學生達成學

習目標，對於學生面對學習挫折的心理輔導也會有極大助益。 

評量過程中，運用科學化的方法和技術，收集學生在應答時的相

關行為及答題結果等訊息，再根據教學目標、學生的學習表現，進行

相關分析評斷和研究，進而調整課程進度及內容，達成更有效率的學

習及提高學習興趣。當學生的學習困難反覆出現，運用課堂教學技巧

或評量仍缺乏顯著改善時，如果採用更深入的訪談或診斷性評量，便
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可以掌握並分析其學習困難的成因，作為進行學習補救的考量（郭生

玉，2004）。 

在既有研究的測驗系統中，有以總結性評量（ summative  

evaluation）為研究主題的，搭配適合的軟硬體，達成自動化的試卷批

閱及相關統計的功用。這樣的方式，雖然提昇了作業效能，節省老師

閱卷及統計的時間，但對學生的學習幫助並不明顯。也有以知識結構

分析之概念構圖評量法（時德平，2001；陳嘉甄，2001；翁錦瑛，2002），

以深入的訪談紀錄診斷學生的迷思概念，但其作業流程繁複、題庫建

置費時，適用於個案的探討研究，難施行於一般班級實務；也有以九

年一貫能力指標為評量診斷依據的研究（洪世聰，2005；黃偉政，

2005）：九年一貫能力指標是各版本教材編訂之依據，這樣的作法可忽

略學習版本的限制，讓診斷條件單純化。但僅以能力指標為診斷時，

會因為指標語意描述太過模糊，較難標定出學生迷思概念真確位置。

因此，本研究將以知識結構圖為依據，分析九年一貫能力指標，彙整

形成並繪製成專家學習路徑，配合常見錯誤類型之比對，在評量結束

時，藉由「解題技能」與學習「概念」兩類別的分開診斷，分析確認

學童在該單元的學習情況，作為後續教學歷程修正的依據。 

第二節 迷思概念 

根據 Piaget 與  Inhelder 的看法（1969），認知就是獲得知識

（knowing），而認知發展就是在獲得知識的過程。人類的學習歷程，

來自於逐步建構其運作所需之結構，過程之中包含認識、理解、思考、

問題解決、學習、概念化，分類及記憶。在心智建構運作所需之基礎

上，知識來自學習者與環境間互動的歷程，並在過程中累積所需的智

識與能力。因此，人類智能的建構受物理環境、社會環境、成熟與平

衡作用等四個因素影響，利用既有經驗或概念，承接新經驗或概念的
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發展。 

一個概念的形成完備，是一段新、舊經驗融合歸納歷程的結果，

過程中學習者不斷嘗試將新的訊息和觀念，與已存的知識、經驗進行

連結。如果學生在進行學習之前，其前備知識（prior knowledge），和

專家所持有的概念形成及學習路徑並不一致，學習者的概念是不完

整，甚至是不正確的，這些既有錯誤的概念將導致學生的學習成效不

彰，也會妨礙另一概念的形成，稱為迷思概念（misconception）（Clark 

& Peterson, 1986）。Novak（1984）認為它是相當堅持的觀念（persistence 

of the idea），迷思概念就是對某一領域的事件裡的一組概念的連繫被錯

置或漏失而形成與科學社群不同的概念。姜善鑫（1998）說明：迷思

概念應是指「對某一現象或事物最初始的一種錯誤的想像念頭」。高紹

源（1996）則定義為「舉凡學生對某一科學概念的解釋與教材內容部

分相同或不相同，亦即與科學界所定義的有所出入者，即視為迷思概

念」。在本研究中，將之定義為「學生在學習科學知識的前、中、後，

所具有與教師、教材或科學家定義不同的觀念」，稱為迷思概念。 

謝青龍（1995）曾提到探討學生迷思概念的研究，最終之目的是

能提供教師有關各種「迷失概念」的參考資料，導引學生發生概念的

改變(conception change)，從迷思概念到正確概念，以便改進教學。 

Head（1986）認為至少有五種原因，導致兒童產生迷思概念，包

括了： 

一、 來自日常的經驗與生活的觀察。 

二、 由類比錯誤所產生的混淆。 

三、 隱喻的使用。 

四、 受同儕文化的影響。 

五、 來自一些固有的理念。 
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迷思概念是蘊藏在內的知識能力，學生一旦產生迷思概念，容易

在後續學習上造成困擾或障礙，無法達成預期的學習效果。這也更顯

示了迷思概念對學習的影響；因此對於迷思概念的診斷及發覺，其重

要性可見一斑。 

第三節 知識地圖的建構 

壹、學習概念＆認知順序 

當我們思考知識獲得的歷程時，我們會發現，一項知識或技

能的習得，往往需要許多先備知識或經驗作為基礎，這樣的進程

與 Piaget 和 Inhelder（1969）的認知發展論是一致的。完成某項主

題的學習時，歷程中重要的節點，便稱之為「學習概念」(Learning 

Concept)。 

根據 Ausubel（1963）的學習心理學理論：先備知識是學習新

知識的基礎框架（framework），具有不可取代的重要性。學習者

所擁有的知識架構，也稱為認知架構（cognitive structure），「學習」

歷程，在於將新概念與命題的同化（assimilation）入學習者既有的

概念與命題框架中，在學習者先備知識基礎上，承接新知完成有

意義的學習。 

學習活動進行中，發現學習歷程中有其一定的順序及路徑，

如果依照概念的先後順序進行學習，將形成較佳學習路徑，我們

將這樣的學習順序稱為「認知順序」。蘇俄心理學家 Vygotsky

（1962）認為，認知的發展分成實際的發展層次以及潛在的發展

層次，在這兩個層次之間的差距，稱之為「最近發展區」（zone of 

proximal development ,ZPD）人類的認知發展過程必須經由「內化」

或「行動的遷移」，才能縮短兩層次間的差距，進一步將知識及經

驗轉變成個人內在的意義。 
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貳、概念構圖(Concept mapping) 

概念與概念之間，有其上下位關係或關聯性，我們將其關係

用圖表具象化，稱之為概念構圖。概念圖中的橫向連結，可以讓

學習者知道不同概念間的關係。

連結連結 連結 連結 連結 連結連結連結
 

圖2-2 概念構圖 

Novak 指出概念圖具有下列幾項特性（Novak, 1995）： 

一、 概念圖是組織知識和呈現知識的工具，包含某一知識結構

或認知結構中的「概念」群，這些概念以個別獨立的「節點」

(nodes)表示，節點之間以「聯結線」(link)聯結，在聯結線上

以文字標示「聯結語」(linkage 或 label)，以形成為一個「命

題」(proposition) ，必要時聯結線的一端附有「箭頭」。 

二、 概念在圖中會以「階層」(hierarchy)方式序列，，較一般化

的、包含較廣的概念放在圖的上方，較專一的、包含較少的概

念放在圖的下方。 

三、 若干概念形成概念「叢集」(cluster)，不同叢集間也可聯結，

稱為「橫向聯結」或「交叉聯結」(cross link)，讓學習者知道
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其間的關係。 

四、 概念圖包含例子，可以幫助學習者澄清概念的意義。   

参、概念圖在教學上的應用 

教師在課堂進行時，運用專家認定的學習概念圖為基礎，可

具備兩大功用（黃達三，2006）： 

一、教學的前置組織（Willerman & Mac Harg, 1993）： 

利用活動操作或引導，在教師授課或進行課程前，便協

助學生進行知識結構的組織，作為學生接收、同化新進知識

內容的鷹架（scaffolding）搭設。 

二、學生的先備知識的檢測（Wandersee, 1990）： 

根據 Bruner（1960）與 Ausubel（1963）主張的學習理論，

教師的教學內容若能植基於學生的先備知識，那麼學生才要

能進行有意義的學習（meaningful  learning）。若學生的先備

知識不足或既有迷思概念未被消除，便難以達成有意義的學

習，往往淪入機械式（rote）的記憶學習罷了。 

例如：教師在進行「整數乘法」課程前，可藉由試題的測試

或活動的進行，引導並確認學生是否已具備「整數加法」的能力

與概念，檢測學生的先備知識，避免概念缺口（Concept Gap）的

產生，影響學習的效能。 

教師根據學生概念圖狀況，配合領域專家所認同之標準概念

圖，偵測學生的概念結構的適宜性及完備性。在完整性的學科概

念基礎上，協助學生發展出適性的學習。同時，教師也可以利用

概念圖作為診斷學生迷失概念的工具，針對學生的迷失概念，進

行個別化的補救教學（Novak, 1995）。 
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第四節 模糊德菲法 

模糊德菲法(Delphi method)亦稱為專家法，它是利用專家集體智慧

來確定各因素在評判問題或決策問題中重要程度係數的有效方法之

一。雖然傳統德菲法擁有收集更多的知識和訊息、提供更多的問題解

決方法、產生較高品質的決策內容以及增加對最後決策的承諾與認同

等優點(Robbins，1991；吳政達，1999)，但傳統德菲法蒐集專家意見

耗時過久、成本高、問卷回收率低等缺點及對調查或預測不確定性及

模糊性的問題卻依然存在(黃良志、謝松益、張炳騰，2001)。 

此理論最早於 1985 年由 Murray 將模糊理論與德菲法相結合所提

出。在決策群體中，決策者評價之極小值為最小的一種決策群體共識

型態；同理，決策者評價之極大值為最大的一種決策群體共識型態。

而在這決策者共識之極大值與極小值之間，存在著許多已知、未知型

態之決策者共識函數。因此，對這些不同之決策者共識函數，給予不

同的可能性程度（或隸屬程度），因為在此函數中，極大值與極小值皆

較極端，幾何平均數較可代表決策群體中大部分專家之意見之幾何平

均數來作為整合群體決策之函數，計算出來的結果可避免受到極端值

的影響，以建立模糊德菲法。 
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若考量以反覆式的問卷調查，其彙整過程的時間將會過長，不符

合時效，因此，Ishikawa, A., M. Amagasa, T. Shiga, G. Tomizawa, R. 

Tatsuta 與 H. Mieno等人於 1993年提出 Max－Min法與模糊整合(fuzzy 

Integration)法，來解決此項的缺點。以 Max－Min 法來整合老師問卷之

資料，因應語意模糊的特性，採用三角形歸屬函數（如圖 2-3）來呈現

答卷者之直觀想法： 

 

圖2-3 三角形歸屬函數圖 

這樣的整合方法具有建構容易與運算簡單之特性，使之達成共識

及一致性時，不但能節省調查時間與成本，而且能實際反應出專家之

意見。 

( )
~

, , , 1,2,3...i i i iW i kα β δ= =
                              (2-1) 

{ }, 1,2,3...i miMin m nα α= =
                              (2-2) 

1

1

, 1,2,3...
n n

i

m

m n
mi

β β
=

 
 
  

= =∏
                            (2-3) 

{ }, 1,2,3...i miMax m nδ δ= =
                              (2-4) 

其中
~

iW ：模糊權重， 

     K ：概念的數目 

     k  ：專家數 
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    , ,i i iα β δ ：三角模糊數的左端點、頂點及右端點 

    mi：第 m 個專家對第 i 個概念的看法及意見 

接著採用重心解模糊化法來求得每一概念之權重數值： 

=
+ +

3i

i i iW
α β δ

                                       (2-5) 

iW ：第 i 個概念解模糊化後之權重值。 

( )
~

, ,i i iiW α β δ ：整合專家看法後的模糊權重值。 

第五節 灰色理論簡介  

中國大陸學者鄧聚龍教授於 1982 年提出灰色理論。灰色理論主要

是針對系統模型的訊息不完全、關係不明確，進行關聯分析、模型建

構、並藉著預測及決策的方法來探測並瞭解系統狀況（温坤禮、黃宜

豐、張偉哲、張廷政、游美利、賴家瑞，2003）。 

灰色系統中以「灰」的概念來描述現實環境中訊息的程度，在任

何的事件當中，均可由「灰的程度」來表示訊息的完整性，對於認知

訊息完整的系統是以白色表示，對於認知訊息完全未知的系統是以黑

色表示，而信息不充分、不完整時，系統則以灰色概括表示，如式（2-6）： 

  ~

IFM P   θ⇒
訊息

：                                     （2-6） 

程式中     

         
~

θ ：為認知程度的大小 

         IFM：為 Information 之意 

對
~

θ （認知程度）而言，當 

認知程度＝1 為白色認知：用●表示 
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認知程度＝0 為黑色認知：用○表示 

0＜認知程度＜1 為灰色認知：用☉表示（温坤禮等，2003） 

壹、灰的應用 

灰色理論應用之範圍非常廣泛，主要是對於事件之間關係不

明確，以及多變量之輸入，離散型之數據，及系統數據不完整等

狀況，做有效率之處理，歸納其研究的項目有下列幾項：  

一、 灰色生成（Grey generating）： 

灰色生成是一種補充訊息之數據處理方法。用此方式將

系統中，嘗試在雜亂無章之數據中，透過就數找數的方法，

找出數據之間的隱藏的規律性及特徵。常用之灰色生成方法

有灰色關聯生成（GRGO）累加生成（AGO）、累減生成

（IAGO），及插植生成（Interpolation Generating）。其中累加

生成（AGO）、累減生成（IAGO），一般用於建模。插植生成

（Interpolation Generating）方法則常用於灰關聯分析及灰決

策。  

二、 灰色關聯分析（Grey relational analysis）：  

關聯分析又稱為系統因素分析，是指研究主題的因子空

間（Factor Space）內，系統因子之間或是關鍵因子與研究主

題的不確定關聯。傳統之測度方法如統計迴歸分析

（Regression）需要大量數據，而且要求數據之分佈必須為典

型函數關係如：線性的、對數的、或是常態分布（Normal 

distribution）等。而灰關聯分析具有少數據及多因素分析之特

性，恰可以彌補統計迴歸分析之缺點（江金山、吳佩玲、蔣

祥第、張廷政、詹福賜、張軒庭、溫坤禮，1998）。灰色因素

間的關聯度分析，實質上是灰色系統分析、預測、決策的基
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礎。 

三、 灰色建模（Grey model）： 

利用生成後之數據建立一組灰差分方程式（ Grey 

Differential Equation）與灰擬微分方程式（Pseudo Differential 

Equation）之模式稱為灰建模。一般灰建模可以分為：GM（1,1） 

（表示一階微分，而輸入變數為一個）一般做為預測用。第

二種為：GM（1,N）（表示一階微分，而輸入變數為 N 個）一

般做為多維關聯分析用，再者為：GM（0,N）（表示零階微分，

而輸入變數為 N 個）一般做為多維關聯分析用。  

四、 灰色預測（Grey prediction）： 

基於少數據的模型，灰色預測以 GM（1,1）對系統行為

特徵值發展進行預測，實際上是找出某一數列中間各個元素

之未來動態狀況。灰預測又可分為數列灰預測、災變灰預測、

季節災變灰預測、拓樸灰預測及系統灰預測等種類，其基本

類型即為數列預測。  

五、 灰色決策（Grey decision making）： 

事件發生時選擇一最佳方案之過程即為決策，灰色決策

包括灰元之決策，或是結合 GM（1,1）模型所作之決策。可

分為灰色局勢決策、灰色層次規劃與灰色整體規劃三種。 

六、 灰色控制（Grey control）： 

灰控制主要是透過系統行為數據，找出行為發展的規律

性，經過預測得到預估值，以此方法預測未來系統行為，再

將此預測值回授至系統，以進行系統修正、控制的一種預測

方法。 
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貳、灰關聯分析 

藉由灰關聯分析的計算，可求得各因子序列之灰關聯度，此

灰關聯度即代表各因子與該研究主題（參考序列）之接近程度，

藉由灰關聯度之比對結果來求得與目標函數或期望值之關聯程

度。依個別對系統影響的強弱程度，篩選出哪些因素是主要的、

次要的、顯性的或是隱藏的條件因子。關聯度分析一般包括下列

計算和方法：(1)修改數據資料使符合可比性(2)計算關聯係數(3)求

因子間的關聯度；(3) 排關聯序；(4) 列出關聯矩陣，在應用中是

否進行所有步驟，可視具體情況而定。  

灰關聯分析主要是透過所得數據中，將各條件參數進行關聯

性的運算，由這些已知條件找出不明確之訊息或規則，進一步釐

清參數間之互動關係。灰色關聯分析能夠從少量的資訊（數據少

且不確定）出發，透過多維角度來分析、量化、序化這種關係。

灰關聯分析採用主題空間中因子的整體比較，在一般一對一的比

較中，僅對兩者的數值關係進行比較探討，因而忽略了整體比較

環境，這樣的數據結果容易產生科學方法上的錯覺。 

而灰色關聯分析是按數據特性做分析，其功能為找出因子數

值界限，針對同構因子鑑別效能，進一步辨認分析主次條件並形

成特徵模式。而灰色關聯分析之原理為：灰關聯分析是數量化之

整體比較，相較於距離空間測量工具，有測度但是無整體性的特

性，灰色關聯分析可在動態研究中，發揮更多功能。  

灰色關聯分析對樣本大小沒有太大要求，只要有少數樣本資

訊就可以多角度生成，有效釐清少資訊、不確定的灰色地帶。分

析時也不要求典型的分布規律或假設條件，具有對樣本數量適應

性更廣的特性，可見灰關聯分析法屬於一種可靠度高、運算簡單、
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過程清晰的分析工具之一。鄧聚龍（1999）歸納各種方法之特性

詳見表 2-1： 

表 2-1灰色系統、機率論、模糊集之特性比較表 

項目 灰色系統 機率論 模糊集 

內涵 小樣本不確定 大樣本不確定 認知不確定 

基礎 灰朦朧集 康托集 模糊集 

依據 信息覆蓋 概率分布 隸屬度函數 

手段 生成 統計 邊界取值 

特點 少數據 多數據 經驗（數據） 

要求 允許任意分布 要求經典分布 函數 

目標 現實規律 歷史統計規律 認知表達 

思維方式 多角度 重複再現 外延量化 

信息準則 最少信息 無限信息 經驗信息 

資料來源：鄧聚龍，灰色系統理論與應用，高立圖書，1999 

参、灰關聯生成  

如果在序列是可比較之狀況下，我們為達到灰關聯分析之目

的，所以必須做數據處理，此一處理過程稱為灰關聯生成，而灰

關聯生成之方式可以分為下列幾項：  

一、 原始數據已滿足要求。  

二、 利用原始數據做數據之正規化（Normalization）處理。  

三、 利用灰色理論方法計算效果測度方法如下： 

假設原始數據為 

(0) (0) (0) (0) (0)

1 1 1 1 1

(0) (0) (0) (0) (0)

2 2 2 2 2

(0) (0) (0) (0)

( (1), (2), (3),..., ( ), )

( (1), (2), (3),..., ( ), )

....................................................................

( (1), (2), (3),..
n n n n

m

m

x x x x x

x x x x x

x x x x

=

=

=
(0)

., ( ), )
n

mx

  

則有三種效果測度： 

一、 望大型式：希望效益目標愈大愈好，數學模式為：  
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(0)
*

(0)

all i

( )
( ) ,   1 i n

( )max

i
i

i

x k
x k

x k
= ≤ ≤

⋅
                （2-7） 

二、 望小型式：希望效益目標愈小愈好，數學模式為：  

(0)

* all i
(0)

( )min
( ) ,   1 i n

( )

i

i

i

x k
x k

x k

⋅
= ≤ ≤                  （2-8） 

三、 望目之型式：特定目標之測度，數學模式為： 

}{
}{

(0)

(0)

* all i

all i

OB, ( )

OB, ( )

min
( ) ,   1 i n

max

i

i

i

x k

x k
x k

⋅
= ≤ ≤

⋅
             （2-9） 

式中 

(一) *( )ix k ：灰色關聯生成之後的數值大小 

(二) (0)

all i
( )max ix k⋅ ： ( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0) (0) (0)

1 2 3 n
, , ,...,k k k kx x x x 之中的最

大值 

(三) (0)

all i
( )min ix k⋅ ： ( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0) (0) (0)

1 2 3 n
, , ,...,k k k kx x x x 之中的最

小值 

(四) OB： (0)( )ix k  中選定的值 

本研究選定之目標值為 0.5  

肆、灰關聯分析法之計算 

灰關聯分析法的實施步驟與方法說明如下（吳漢雄、鄧聚龍、

溫坤禮，1996）： 

一、影響空間：設P(X)為某特定的主題所得到的因子集，Q 為影

響關係，則{P(X);Q}稱為影響空間，需要具備下列特性：  

(一) 關鍵因子的存在性  

(二) 子序列的存在性  

(三) 因子的影響不斷改變而不具固定模式  
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(四) 因子的數目是有限且可數的  

(五) 各因子之間具有獨立性 

 

二、測度空間：在 P(X)中所形成之序列 

( )(0) (0) (0)

i 1 i
k ( (1),.,.., (k),) Xx x x= ∈ ，其中： 

i＝0,L,m.  k=1,L ,  n. ∈N 

如果滿足下列條件：  

(一) 無因次性：將 
( )(0)

i
kx 變成沒有單位，以便互相比較。  

(二) 同等級性：使 
( )(0)

i
kx 均屬於同等級或等級相差不可大

於 2。  

(三) 同極性：將各因子的描述，同時以最大 or 最小值處理。 

則稱此序例為可比性，所構成的空間稱為測度空間，以

*
i{P(X);x (k)}表示。 

 

三、灰關聯空間：數據經過正規化處理後，在參考序列 i
x
與比較

序列 j
x
如果存在一函數 i j

( , )x xγ
滿足下列性質：  

(一) 規範性 ： 

i j
0 ( , ) 1, , jx x iγ≤ ≤ ∀ ∀

.             

i j
( , )=1x xγ

，稱為完全正相關 

i j
( , )=0x xγ

，稱為完全不相關 

(二) 偶 對 稱 性  ： 只 有 兩 組 序 列 互 相 比 較 時 ，

i j j i
( , )= ( , )x x x xγ γ

.                   
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(三) 整體性  ： 當序列 數 目 等 於 或 大 於 三組時 ，

i j j i
( , ) ( , )x x x xγ γ≠

.                 

(四) 接近性 ：當 ( ) ( )i j-x k x k 愈小，則 ( ) ( )( )i j,x k x kγ

愈大 

 

(五) 則所構成之空間稱為灰關聯測度空間，以{P( ); }X Γ 表

示。 

四.灰關聯度： 

在灰關聯空間{P( ); }X Γ 中，如果有一組序列： 

( ) ( ) ( )( )1 , 2 ,...,i i i ix x x x k=  

其中 1,2,...,i m= ，k N∈ （正整數） 

根據局部性灰關聯度定義：灰關聯係數 ( ) ( )0
( , )ix k x kγ 為 

( ) ( ) ( )
maxmin

max0
0

( , )
i

i k
x k x k

ς

ς
γ ∆ + ∆

∆ + ∆
=                 (2-10) 

其中 1,2,...,i m= ， 1,2,...,k n=  

其中
0

x 為參考數列， ix 為一特定的比較數列。 

( ) ( )00 ix k x k
i

= −∆ ：
0

x 和 ix 之間在第k個差的絕對值。 

( ) ( )
min. min.

0min. j ji k x k x k= ∀ ∈ ∀ −∆ ：代表所有數列間差距之

最小值。 

( ) ( )
max. max.

max. 0j ji k x k x k= ∀ ∈ ∀ −∆ ：代表所有數列間差距

之最大值。 

ς ：辨識係數： [ ]0,1ς ∈ （辨識係數的值可以依實際需要
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調整大小，一般均取 0.5 之值） 

 

當求得數列各點之灰關聯係數，一般取灰關聯數的平均

值為帶比較數列與參考數列間相對之灰關聯度。 

五、灰關聯序： 

灰關聯分析在少樣本、貧訊息的情況下，運用分析比較

的方法，評估各數列間的相對關係，經由計算出來的灰關聯

度數值的高低，作為推測事件相關程度多寡的關鍵參考值。

因此，將多個比較序列對同一個參考序列的灰關聯度，按照

程度順序進行排列，稱之為「灰關聯序」。灰關聯程度愈高代

表相關程度愈高，灰關聯度愈低代表相關程度愈低，經由關

聯度門檻值的設定，篩選不同的排序可能。 

第六節 學習錯誤類型 

在數學答題錯誤的研究中，通常將錯誤原因區分為系統性錯

誤（system error）和隨機錯誤（slips）兩類。「系統性錯誤」來自

於不完備的方法、算式或是規則的應用（VanLehn, 1990）。隨機錯

誤則是非系統性、不小心的錯誤，可視為來自於人類處理訊息過

程中產生的雜訊（noise）（VanLehn,1983）。 

學習過程中，因為語言、基模、策略、程序知識的因素影響，

產生了錯誤解題步驟，Stefanich & Rokusek（1992）指出：系統性

錯誤是來自於穩定的錯誤、遺失技能知識、不完全或誤導學習而

產生會持續出現在相類似的問題中，是對特別演算產生不正確反

應。在數學解題過程中產生的錯誤步驟，依其出現錯誤的關鍵處

作分類，分成幾種類型稱為錯誤類型（Kathlen，1987）。 

經由錯誤類型特徵值的比對，我們可以進一步掌握學生的學
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習狀況，深入其學習歷程的問題。藉由診斷測驗工具的施行，收

集學生的應答狀況並加以分析歸納，會發現學生的錯誤型態並非

沒有關聯，在樣本空間中，將因產生學習障礙的成因，收斂成具

錯誤類型關聯性較高之群組。藉由重要錯誤類型的比對，配合各

個試題的內涵指標，便能協助快速而有效的掌握學習者的概念發

展。而教育測驗專家也認為，認知心理學和心理計量的發展應用

於教育測驗，能更精確地診斷出學生的學習錯誤，於是發展出「認

知診斷評量」之構想（Nichols, 1994; Snow & Lohman, 1989）。 
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第三章第三章第三章第三章    研究方法與設計研究方法與設計研究方法與設計研究方法與設計    

    
在教學流程中，對於學生學習成效的評量是非常重要的，但在實

際的教學現場，因為時間及教學人力之不足，很難在足夠時間內，對

學生進行深度的學習診斷，確實掌握學生的學習狀況。本研究希望能

有效率的完成診斷，並提供合理且有用之訊息，做為補救教學或學習

進程的重要參考。導入資訊設備為輔助，作為重要的人力支援，不僅

能夠減輕教學者的工作負擔，更可以根據學生答題狀況，經過評分、

統計、分析後，產生客觀性學習狀況數據，作為適性化教學的依據。 

第一節  研究方法 

根據研究目的與文獻探討的結果，擬定之研究方法，說明如下：  

在教育診斷評量技術中，以概念圖為主軸進行學習概念診斷並建

立學習補救路徑，是目前最被廣泛研究與使用之評量方法。然而目前

診斷技術中，常因偏重受測者的概念形成模式的探測，最後只取得受

試者對該試題的作答正確與否，以及大範圍的推測診斷。無法對受試

者的迷思概念提供真確指出，後續的補救教學也因此難以有效的規劃

施行。因此本論文提出運用灰關聯分析法，配合「兩階段題組式診斷

模組」診斷出學生答題活動背後，所隱藏對於概念的學習狀況以及解

題能力的具備與否。 

其中，灰關聯分析法運用關聯序列的演算，將題組之間的概念屬

性計算成灰關聯度來當作彼此的概念相關性，提供教師對於題組內容

掌握更多的概念影響訊息，藉以判斷學生的學習情形；建立一個以結

構理論為基礎的兩階段題組式診斷模組，在同一診斷工具的檢測行為

中，同時分析學習者的概念認知以及算式操作，以節省施測的時間，

並提供個別學習診斷分析，讓學生可以立即知道自己的錯誤觀念，也
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有利教師進行補救教學，在可達成之時間與人力條件限制下，提升教

學成效。本方法建置完成後，實際於國小進行施測，並收集完整的紙

筆作答反應，輔以訪談方式，深入了解學生迷思之所在作為成效評估

的依據。 

第二節 研究架構 

依據研究目的，本研究之研究架構，分成：學習概念分析、編製

概念診斷工具、學習概念診斷等三大部分進行，其詳細研究步驟可分

成下列步驟進行：第一個部份是以診斷主題為分析主題，在參考暨有

之研究基礎，配合模糊德菲法之計算，由專家客觀地建構出完整之概

念關係及學習路徑，建立該主題之學習概念架構圖，以作為後續設計

相關試題，以及診斷迷思概念之基礎。第二部份要形成概念診斷工具，

第一項是測驗工具：參照診斷主題學習之概念節點與學習路徑，設計

一適當之測試題庫，作為診斷進行之工具。第二項是比對工具：學習

上的障礙，有其模式可循，根據既有研究歸納之錯誤類型，進行常見

錯誤類型屬性分析表的建立，作為第三部份比對之依據。第三個部份，

根據受試者的測驗結果，進行概念及能力兩類別診斷，運用灰理論系

統的演算，提出客觀之學習能力數據，提供未來教學的建議。 
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根據研究之目的，繪製本研究之研究架構，詳如圖 3-1。 

 

圖3-1 研究架構圖 

 

本研究之研究架構，分成：學習概念分析、編製分數概念測驗工

具、學習概念診斷三大部分進行，其詳細研究步驟可分成下列步驟進

行： 

壹、學習概念分析階段：  

一、 相關文獻探討 

二、 就診斷主題，進行教材概念初步分析 

三、 與擔任教學之教學人員進行討論，確認學習者通過測驗

所需之關鍵概念與能力。 

四、 初步分析之各項概念，再參考相關研究之經驗，並委請

該領域專家確認，分列出學習的關鍵概念與關鍵能力。 

五、 採用專家模糊徳菲法，對學者專家及教學人員進行訪談

與問卷調查，確認該學習主題概念關聯情形，產生概念關

聯圖，作為後續步驟之基礎。  
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貳、編製概念診斷工具： 

根據學習單元之主要概念，以及專家知識結構，進行試題的編製

與篩選。  

一、 進行試題分析與修正。 

二、 進行組卷以利紙筆測驗的進行。 

三、 根據分數概念關聯圖及資料分析，製作出試題測驗工

具。 

四、 參考相關文獻及實務經驗，進行常見錯誤類型之整理。 

五、 建立常見錯誤類型之屬性分析表，作為錯誤類型比對工

具。 

参、學習概念診斷  

一、 診斷推論：以灰關聯法則，將學生的答題狀況與常見錯

誤類型進行比對，藉此推算學生的概念認知狀況。  

二、 將學習狀況分為概念學習及解題技能兩部份，進行兩階

段診斷程序（詳見圖 3-2），進一步確認其迷思概念之類

型，診斷出其迷思概念或必需能力之缺乏。 

三、 提出補救學習建議路徑或是需加強的單一概念。  

四、 提出研究結論與建議。 
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圖3-2 兩階段診斷評量流程圖 

 

藉由上述的研究流程，希望能透過灰理論的快速運算，能夠

有效診斷出學習者在分數單元上的學習障礙，經由未建立概念的

補足，或迷思概念的導正，提供教學人員施行補救教學的依據，

找出適合學習者個別差異的學習路徑，以探知使用本研究之學習

診斷系統後，是否能幫助教學人員之診斷效能，進一步補救學習

者相關單元的學習。 
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第三節 研究工具  

本研究在研究調查與系統開發上所使用工具如下：  

壹、灰理論關聯分析工具  

灰關聯分析具有能經由少數資訊，透過多維角色來分析量

化、序化之關係。分析過程中，透過參數間的關聯度，經由已得

知但不明確的條件中找出所需要之訊息，進而明瞭參數間之聯結

關係，作為實際應用之重要參考。一般參數數列之間的之比較，

或是兩者之間的比較，由於缺乏參考標準，因而忽略了比較環境，

也容易因為樣本的條件，產生較狹隘的解讀分析。灰關聯分析是

有參考標準的整體比較，經由計算找出清楚邊界後，有測度地進

行數量化之整體比較，作為鑑別效能，辨認模式，確認同構，分

析主次等實際狀況之釐清。相較於距離空間工具之特性，為有測

度但是無整體性，灰關聯分析對於本研究有很大之助益。 

由黃宜豊、溫坤禮等教授所開發的灰關聯系統程式，是設計

於微軟公司視窗軟體上的應用工具，該程式運用視覺化使用介

面，藉由下拉式選單的引導以及辨識係數、權重等重要參數的設

定，方便使用者在灰關聯分析應用上的運算實驗。程式中也讓使

用者透過局部性灰關聯分析或整體性灰關聯分析的選定，將灰關

聯資料生成的運算過程和生成數據完整顯示於畫面。灰關聯系統

程式方便操作的介面以及彈性的選項功能，可讓使用者快速建構

出灰關聯序，並藉由電腦快速、準確的運算能力，產生相關實驗

數據，以瞭解實驗模型是否合理，這是本研究中採用此程式之原

因。 
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圖3-3 灰關聯系統程式 

 

貳、測驗診斷工具 

在診斷學習者的學習障礙過程中，必須瞭解學習主題中概念

之間的關係，找出較佳的學習路徑，作為確認學習歷程的節點。

知識概念架構圖的建立，通常需要專任教師或是專家對課程深入

了解後，才能畫出適合的的知識概念架構圖。此外不同的學習背

景與個人特質，也會在學習歷程上產生不同的學習路徑，因此如

何整合不同主觀的看法，建立能夠反應出學生學習狀態的知識概

念架構圖，更是診斷學生學習障礙的一大要因。在本章中，我們

將根據文獻內容，配合專家學者的意見，採用 Max－Min 法與模

糊整合法作為演算工具，產生知識概念架構圖，以期能夠探測出

學生學習狀態。 
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参、錯誤類型比對工具 

本研究方法運用相關文獻及實務經驗之結果，進行常見錯誤

類型之整理，依此建立常見錯誤類型之屬性分析表，作為錯誤類

型比對工具，作為後續診斷之依據。 

第四節以知識地圖為基礎的學習診斷方法  

壹、學生作答資料的整理 

一、建立試題概念分配表 

根據試題測試結果，進行後續的分析及診斷： 

其中，試題概念分配表（Concept Distribution Table, CDT）是

用來表示出概念在試題中分配的狀況，亦即本份測驗工具中包含

了哪些主題概念以及這些概念是位於測驗工具的哪些試題中，其

定義如下：  

假設共有 8道試題，依序編號為 Q1、Q2、Q3、…Q8，且整個

測驗經過分析後可得到 9 個概念，依序編號為 C1、C2、C3、…C9。

其中 Q2 包含 C2、C3、C5 三個概念；C6 概念包含在 Q5、Q8兩試

題中。由此我們可以建立出如表 3-1的試題概念分配表： 

表 3-1概念分配表 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 總計 

C1 1   1  1   3 

C2  1   1    2 

C3  1 1    1  3 

C4     1   1 2 

C5 1 1     1  3 

C6    1  1   2 

C7    1 1    2 

C8       1  1 

C9   1     1 2 
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以數值”1”或勾選方式來表示該題的測驗題目 Qi包含概念

Cj，”0”或未填記則表示該概念未包含於該題測驗中，最後則統

計每一概念在該次測驗裡總共被包含在幾題測驗題中。 

二、建立該試卷的概念分布矩陣 

根據概念分配表，統計概念在題目中出現的機率，建立該試

卷的概念分布矩陣如表 3-2： 

表 3-2 概念分布矩陣 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 

C1 0.33   0.33  0.33   

C2  0.5   0.5    

C3  0.33 0.33    0.33  

C4     0.5   0.5 

C5 0.33 0.33     0.33  

C6    0.5  0.5   

C7    0.5 0.5    

C8       1  

C9   0.5     0.5 
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三、建立學生答題狀況統計表 

以數值”1”或勾選方式來表示該名受測學生 Sk未能答對測驗

題目 Qi，”0”或未填記則表示該概念未包含於該題測驗中，紀錄

如表 3-3。 

表 3-3 學生答題狀況統計表 

 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 

S1    1   1  

S2 1   1  1   

S3  1     1  

S4     1 1   

S5  1 1 1  1   

S6        1 

S7 1    1    

S8  1 1 1 1 1   

S9        1 

S10      1  1 

答錯人數 2 3 2 4 3 5 2 3 
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四、建立學生錯誤概念統計表 

將學生答題狀況（表 3-3）與診斷工具之概念分布矩陣（表 3-2）

進行運算，統計每一概念在該次測驗中被答錯之情形，據此產

生錯誤概念統計表（表 3-4）： 

表 3-4 學生錯誤概念統計表 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

S1 0.33  0.33  0.33 0.5 0.5  0.5 

S2 0.66    0.33 0.5 0.5   

S3  0.5 0.66  0.66     

S4 0.33 0.5  0.5  0.5 0.5   

S5 0.66 0.5 0.66 0.5 0.33 1 0.5  0.5 

S6    0.5     0.5 

S7 0.33 0.5  0.5 0.33  0.5   

S8 0.66 1 0.66 0.5 0.33 1 1  0.5 

S9    0.5     0.5 

S10 0.33   0.5  0.5   0.5 

 

貳、錯誤類型的比對 

該學習主題中見之錯誤類型，由專家根據該類型之特徵，對

照主要學習概念項目 C1、C2、C3、…C9給予特徵值，得到常見錯

誤類型屬性分析表如表 3-5： 

表 3-5 常見錯誤類型屬性分析表 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

Er1  1   1 1    

Er2 1 1      1  

Er3  1 1  1    1 

Er4    1  1    

Er5   1    1 1 1 

Er6 1      1   

Er7  1  1 1    1 

其中 Erl代表常見錯誤類型，填記數值則代表概念 Cj與該錯誤
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類型之關係。若取學生 S1的作答狀況為例，進行該生錯誤類型的

診斷運算。 

一、 本例中數據已經滿足可比性，首先建立標準序列與各個

比較序列，其中標準序列 0x 是 S1的答題錯誤概念值，比

較序列中，Er1（常見錯誤類型一）為 1x ，Er2（常見錯誤

類型二）為 2x ，……，Er7（常見錯誤類型七）為 7x 。 

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

{ }

0

1

2

3

4

5

6

7

0.33,0,0.33,0,0.33,0.5,0.5,0,0.5

0,1,0,0,1,1,0,0,0

1,1,0,0,0,0,0,1,0

0,1,1,0,1,0,0,0,1

0,0,0,1,0,1,0,0,0

0,0,1,0,0,0,1,1,1

1,0,0,0,0,0,1,0,0

0,1,0,1,1,0,0,0,1

x

x

x

x

x

x

x

x

=

=

=

=

=

=

=

=

 

二、 在 ( ) ( )00 ix k x k
i

= −∆                         

之下，求出差序列之大小。其中 1,2,...,7i = ， 1,2,...,9k = 。得

到結果如下： 

01

02

03

= (0.3300   1.0000   0.3300   0.0000   0.6700   0.5000   0.5000   0.0000   0.5000   )

= (0.6700   1.0000   0.3300   0.0000   0.3300   0.5000   0.5000   1.0000   0.5000   )

= (0.3300   1.0000   

∆

∆

∆

04

05

0.6700   0.0000   0.6700   0.5000   0.5000   0.0000   0.5000   )

= (0.3300   0.0000   0.3300   1.0000   0.3300   0.5000   0.5000   0.0000   0.5000   )

= (0.3300   0.0000   0.6700   0.0000   0.3300

∆

∆

06

07

   0.5000   0.5000   1.0000   0.5000   )

= (0.6700   0.0000   0.3300   0.0000   0.3300   0.5000   0.5000   0.0000   0.5000   )

= (0.3300   1.0000   0.3300   1.0000   0.6700   0.5000   0.5000   0.0

∆

∆ 000   0.5000   )

利用公式求極大值與極小值 

最大差 : 1.0000 

最小差 : 0.0000 
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取ζ值 = 0.5000 

三、 計算灰關聯係數 : 利用公式 r(xi(k)-xj(k))=(△min+

ζ△max)/(△ij(k)+ζ△max)              

得到結果如下： 
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  r(x 0( 1) ,x 1( 1)) = 0.6024 

  r(x 0( 2) ,x 1( 2)) = 0.3333 

  r(x 0( 3) ,x 1( 3)) = 0.6024 

  r(x 0( 4) ,x 1( 4)) = 1.0000 

  r(x 0( 5) ,x 1( 5)) = 0.4274 

  r(x 0( 6) ,x 1( 6)) = 0.5000 

  r(x 0( 7) ,x 1( 7)) = 0.5000 

  r(x 0( 8) ,x 1( 8)) = 1.0000 

  r(x 0( 9) ,x 1( 9)) = 0.5000 

  r(x 0( 1) ,x 2( 1)) = 0.4274 

  r(x 0( 2) ,x 2( 2)) = 0.3333 

  r(x 0( 3) ,x 2( 3)) = 0.6024 

  r(x 0( 4) ,x 2( 4)) = 1.0000 

  r(x 0( 5) ,x 2( 5)) = 0.6024 

  r(x 0( 6) ,x 2( 6)) = 0.5000 

  r(x 0( 7) ,x 2( 7)) = 0.5000 

  r(x 0( 8) ,x 2( 8)) = 0.3333 

  r(x 0( 9) ,x 2( 9)) = 0.5000 

  r(x 0( 1) ,x 3( 1)) = 0.6024 

  r(x 0( 2) ,x 3( 2)) = 0.3333 

  r(x 0( 3) ,x 3( 3)) = 0.4274 

  r(x 0( 4) ,x 3( 4)) = 1.0000 

  r(x 0( 5) ,x 3( 5)) = 0.4274 

  r(x 0( 6) ,x 3( 6)) = 0.5000 

  r(x 0( 7) ,x 3( 7)) = 0.5000 

  r(x 0( 8) ,x 3( 8)) = 1.0000 

  r(x 0( 9) ,x 3( 9)) = 0.5000 

  r(x 0( 1) ,x 4( 1)) = 0.6024 

  r(x 0( 2) ,x 4( 2)) = 1.0000 

  r(x 0( 3) ,x 4( 3)) = 0.6024 

  r(x 0( 4) ,x 4( 4)) = 0.3333 

  r(x 0( 5) ,x 4( 5)) = 0.6024 

  r(x 0( 6) ,x 4( 6)) = 0.5000 

  r(x 0( 7) ,x 4( 7)) = 0.5000 

  r(x 0( 8) ,x 4( 8)) = 1.0000 

  r(x 0( 9) ,x 4( 9)) = 0.5000 

  r(x 0( 1) ,x 5( 1)) = 0.6024 

  r(x 0( 2) ,x 5( 2)) = 1.0000 

  r(x 0( 3) ,x 5( 3)) = 0.4274 

  r(x 0( 4) ,x 5( 4)) = 1.0000 

  r(x 0( 5) ,x 5( 5)) = 0.6024 

  r(x 0( 6) ,x 5( 6)) = 0.5000 

  r(x 0( 7) ,x 5( 7)) = 0.5000 

  r(x 0( 8) ,x 5( 8)) = 0.3333 

  r(x 0( 9) ,x 5( 9)) = 0.5000 

  r(x 0( 1) ,x 6( 1)) = 0.4274 

  r(x 0( 2) ,x 6( 2)) = 1.0000 

  r(x 0( 3) ,x 6( 3)) = 0.6024 

  r(x 0( 4) ,x 6( 4)) = 1.0000 

  r(x 0( 5) ,x 6( 5)) = 0.6024 

  r(x 0( 6) ,x 6( 6)) = 0.5000 

  r(x 0( 7) ,x 6( 7)) = 0.5000 

  r(x 0( 8) ,x 6( 8)) = 1.0000 

  r(x 0( 9) ,x 6( 9)) = 0.5000 

  r(x 0( 1) ,x 7( 1)) = 0.6024 

  r(x 0( 2) ,x 7( 2)) = 0.3333 

  r(x 0( 3) ,x 7( 3)) = 0.6024 

  r(x 0( 4) ,x 7( 4)) = 0.3333 

  r(x 0( 5) ,x 7( 5)) = 0.4274 

  r(x 0( 6) ,x 7( 6)) = 0.5000 

  r(x 0( 7) ,x 7( 7)) = 0.5000 

  r(x 0( 8) ,x 7( 8)) = 1.0000 

  r(x 0( 9) ,x 7( 9)) = 0.5000 
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四、 計算灰關聯度 : 以權重為準（等權－β=1/ 9）得到 

r(x 0 ,x 1) = 0.6073 

r(x 0 ,x 2) = 0.5332 

r(x 0 ,x 3) = 0.5878 

r(x 0 ,x 4) = 0.6267 

r(x 0 ,x 5) = 0.6073 

r(x 0 ,x 6) = 0.6814 

r(x 0 ,x 7) = 0.5332 

五、 排出灰關聯序 :  由大至小排列 

r(x 0, x 6) = 0.6814  >  r(x 0, x 4) = 0.6267  >   

r(x 0, x 5) = 0.6073  >  r(x 0, x 1) = 0.6073  >   

r(x 0, x 3) = 0.5878  >  r(x 0, x 2) = 0.5332  >   

r(x 0, x 7) = 0.5332 
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第四章第四章第四章第四章    方法實作方法實作方法實作方法實作    

    
本研究著重於開發一個有效率、多訊息比對的學習診斷方法，用

來輔助診斷學生的學習狀況，提供教師關於學生知識累積歷程中的訊

息，有根據地針對不同學生，設計適性化之補救學習路徑，達到教學

流程中重要的回饋功能。 

本章針對所提出之診斷流程方法做說明，並以國小三到五年級所

學習之「分數加減」為診斷範圍，對已學習過該單元之學童進行診斷

實作。整個診斷過程包括四個階段： 

一、 概念分析與知識概念架構圖的構建 

二、 建立試題測驗工具 

三、 建立常見錯誤類型比對工具 

四、 進行診斷性演算 

第一節 概念分析與知識概念架構圖的構建 

本研究診斷方法的建立，植基於專家共同認定所架構出的學習概

念架構。依此為基礎，偵測學生在該主題的學習狀況，藉由確認所需

之關鍵能力的資訊，作為診斷其學習障礙形成的依據。 

步驟一：確定「分數加減」學習路徑之主要概念節點  

本研究是以知識概念架構圖為基礎，經由文獻資料的整理，並透

過與領域專家的訪談，佐以專家的看法，分列出完成該主題學習時，

所需完成之學習概念，作為建立學習概念架構圖之節點依據（詳如表

4-1）。 
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表 4-1 「分數加減」學習路徑之主要概念節點說明表 

概念編號 概念名稱 概念說明 

C1 單位量 當為了獲得一個與一待測定量相等的量時，一個已

知量，或是此單位的一個被等分割部分，可重複累

積複製此被界定量（甯自強，1998） 

C2 等分概念 等分是指將物品（連續量或離散量）細分，而細分

的每個部分的量皆相等。（詹婉華、呂玉琴，2004） 

C3 單位分數 分母是大於 1的正整數，而且分子是 1，這樣的分數

被稱作單位分數，例如: ， 。Piaget, Inhelder,  

& Szeminska（1960）發現，孩童在處理和長度、面

積等有關的分數問題時，先會處理 1/2，其次依序是

1/4、1/3、1/5、1/6。 

C4 分數概念及

記錄方法 

認識真分數、假分數、帶分數，包含： 

一、念法 

二、整數型的分數寫法 

三、認識分數在離散量的意義的能力 

四、認識分數在連續量的意義的能力 

五、分數在部分/全體的使用的能力 

C5 等值分數 一個數可以用無限的分數方式來表示，例如：

6

3

4

2

2

1
==

…等等，這些不同的表示，便叫作這個分

數的等值分數（Vance, 1992）；等值分數的特性就

是部分可以再細分，部分可以再合併，等值分數既

需要部分/全部的保留概念，也需要乘、除法的倍數

觀念，可是乘除法運作的結果，並不會造成「量」

的改變(引自詹婉華、呂玉琴，2004) 

C6 假分數、帶

分數的轉換 

當單位分數內容物為單一個物時，能認識假分數意

涵並進行合成、分解活動。藉由 n

n

與 1的比較活動 

認識帶分數，進一步了解同分母帶分數的合成、分

解問題，並完成假分數和帶分數的互換程序；當單

位分數內容物為多個個物時，能認識假分數、帶分

數，藉由 n

n

與 1的比較活動，轉化假分數和帶分數

的互換過程，完成同分母帶分數的合成、分解問題。 
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表 4-1 「分數加減」學習路徑之主要概念節點說明表(續) 

C7 分數的大小

比較 

同分母分數的比較、異分母真分數的比較：經由通

分過程，將待比較之分數，轉換為基準單位分數量

相同（同分母）之等值分數，藉此轉換過程，進行

分數大小之比較。 

C8 分數的加法 將分數調整成基準單位分數量相同（同分母）之等

值分數，進行分數之加法計算。 

C9 分數的減法 將分數調整成基準單位分數量相同（同分母）之等

值分數，進行分數之減法計算。 

資料來源：本研究整理 

步驟二：製作概念關聯問卷，並訪談相關專家  

以步驟一所形成之主要學習概念為節點，輔以附錄一之「國小三

至五年級學習「分數加減」單元概念關聯訪談表」為工具，收集專家

意見本問卷填答對象，為擔任教學實務之三位國小五年級級任老師，

及二位大專院校教授，藉由領域專家對「分數概念」及「分數加減」

單元的教學經驗，決定各元件節點內的概念權重大小，回收問卷資料

如表 4-2所示： 
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表 4-2 「分數加減」單元各概念權重調查統計表 概念 關聯概念 專家一 專家二 專家三 專家四 專家五 解模糊化後權 重值 權 重值>0.5 
C2 相關 相關 非常相關 相關 相關 0.58 * 

C3 相關 相關 相關 大致相關 相關 0.58 * 

C4 非常相關 非常相關 非常相關 非常相關 非常相關 0.77 * 

C5 相關 不相關 相關 相關 不相關 0.40  

C6 不相關 不相關 不相關 相關 不相關 0.38  

C7 非常不相關 非常不相關 非常不相關 非常不相關 非常不相關 0.17  

C8 非常不相關 非常不相關 非常不相關 非常不相關 非常不相關 0.17  

C1 
C9 不相關 大致相關 不相關 不相關 不相關 0.45  

C3 相關 相關 相關 相關 相關 0.57 * 

C4 非常相關 大致相關 大致相關 非常相關 非常相關 0.70 * 

C5 不相關 不相關 相關 相關 不相關 0.39  

C6 非常不相關 非常不相關 不相關 非常不相關 非常不相關 0.24  

C7 非常不相關 非常不相關 非常不相關 非常不相關 非常不相關 0.17  

C8 非常不相關 非常不相關 不相關 非常不相關 不相關 0.25  

C2 
C9 非常不相關 不相關 非常不相關 非常不相關 非常不相關 0.24  

C4 非常相關 大致相關 非常相關 非常相關 非常相關 0.70 * 

C5 相關 相關 不相關 相關 相關 0.42  

C6 相關 不相關 不相關 大致相關 相關 0.48  

C7 不相關 相關 不相關 不相關 不相關 0.38  

C8 不相關 不相關 不相關 相關 非常不相關 0.36  

C3 
C9 不相關 不相關 相關 不相關 不相關 0.38  

C5 非常相關 非常相關 大致相關 非常相關 非常相關 0.70 * 

C6 非常相關 非常相關 非常相關 非常相關 大致相關 0.70 * 

C7 相關 相關 相關 不相關 不相關 0.40  

C8 相關 相關 不相關 相關 相關 0.42  

C4 
 

C9 不相關 不相關 不相關 不相關 非常不相關 0.28  
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表 4-2 「分數加減」單元各概念權重調查統計表(續) 

C6 相關 相關 相關 相關 相關 0.50 * 

C7 相關 相關 相關 相關 相關 0.50 * 

C8 相關 相關 相關 相關 相關 0.50 * 

C5 
 

C9 相關 相關 大致相關 相關 相關 0.58 * 

C7 相關 相關 相關 大致相關 大致相關 0.59 * 

C8 相關 大致相關 相關 相關 相關 0.58 * C6 
C9 相關 相關 相關 相關 相關 0.50 * 

C8 不相關 不相關 不相關 不相關 不相關 0.30  
C7 

C9 不相關 相關 不相關 不相關 不相關 0.38  

C8 C9 相關 相關 相關 不相關 不相關 0.40  

資料來源：本研究整理 

步驟三： 將問卷訪談結果轉換成模糊評估值  

在運算方面，本文提出模糊語意整合運算法，本文提出一個不同

於一般模糊語意問卷的「模糊語意量表」，以五等量模糊評估值（非

常相關、大致相關、相關、不相關、非常不相關）來表示。將模糊語

意以模糊數參數化表示，且利用重心解模糊化法（式 2-5）來整合各

個問項的語意值。語意值的對應隸屬度如圖 4-1 所示：  

 

圖4-1 本研究模糊語意變數之三角模糊數 

本研究之模糊尺度訂定，不採用數值 0，是因為在整合多位專家

之看法進行運算時，是採用乘積運算，又因考慮到對稱性，故採用區

間為 0.1~0.9。 
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步驟四：運用模糊德菲法整合專家意見 

本研究採用模糊德菲法來整合這些意見，使之達成一致性，可將

學生在國小階段學習分數加減時，主要概念的學習架構，形成國小階

段分數加減學習的概念架構圖。本研究透過問卷調查，其中任意上下

兩層之間存在包含的關係。經訪談及修正後，綜合並整理結果如圖

4-2所示： 

  

圖4-2 分數加減學習的概念架構圖 

資料來源：本研究整理 

 

在建立該領域概念架構圖時發現：  

一、 錯誤及不完備的學習概念架構圖，不僅會使診斷效能降

低，更難以產生正確的診斷結果，因此在進行學習診斷前，

對該學習主題的概念分析的前置作業便顯得相當重要。  

二、 本研究在學習概念架構圖的建立上，採用模糊德菲法彙整
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概念關聯訪談結果，客觀地匯整專家想法，使得概念關聯收

歛得到一共識結果。  

三、 現場教學的教育人員對概念關聯的看法，非常有別於專

家、學者的看法，但在實務性的教學關鍵點上，具較佳掌握

能力，但對該主題學習應具備的概念及概念關聯不是十分清

楚。 

四、 參與整個教材編製與修正的大專院校教授或專家，對該主

題概念及概念關聯相當清楚，因此在概念關聯的確認上可委

請專家學者做最後的修正，將得到更符合診斷需求的基礎。 

五、 建立概念架構圖過程，若以訪談方式進行，要經過多次訪

談、修正與確認及紀錄才能得到最後的結論，過程相當的繁

複，而本研究採用模糊德菲法彙整概念關聯訪談結果，利用

模糊函數計算教師、專家的看法，使得學習概念架構圖的建

立上可以有效率快速收歛得到一共識結果。 

第二節、建立試題測驗工具 

一個數學問題的解題完成，需有兩類主要能力的相互配合：一是

概念的清楚，二是解題技能的純熟。在學生答題錯誤的表象之下，其

原因有許多可能因素；另一方面，學生運用公式或運算規則答對問

題，是否就已具備承接下一階段學習的能力，這也是診斷困難之處。

許多的研究都針對學生的概念形成方面有深入探討，但是不是主要概

念形成了，後續的運用及解決問題便迎刃而解，答案卻是否定的。除

了考量概念的完整之外，在解題過程必須的相關演算技能，也應進行

診斷了解，以獲取更多有關學習狀況的訊息。 

 



  

 48

步驟一、依「概念」與「解題技能」之分類，進行教材分析 

我國國小課程教材是根據九年一貫數學課程綱要編定設計，因此

以該課程綱要之能力指標為範圍，按照「概念」與「解題技能」兩種

學習，與本研究形成之概念架構圖進行對照，分析如表 4-3-a、4-3-b

所示： 
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表 4-3-a 本研究架構與九年一貫數學課程綱要之對應（概念） 

能力指

標編碼 

能力指標敘述（概念部份） 與本研究架構中概念部份概念部份概念部份概念部份

之對應 

N-1-05 
能在具體情境中，進行分裝與平分的

活動。 

等分概念 

N-2-09 

能在具體情境中，初步認識分數。 單位量、等分概念、單位

分數、分數概念及記錄方

法 

N-2-10 

能認識真分數、假分數與帶分數，做

同分母分數的比較、加減與整數倍計

算，並解決生活中的問題。 

分數概念及記錄方法、分

數的大小比較、分數的加

減運算 

（備註：「整數倍計算」不

在本次實作範圍內，故無

對應概念） 

N-2-11 

能理解分數之「整數相除」的意涵。 （備註：「整數相除」不在

本次實作範圍內，故無對

應概念） 

N-2-12 能認識等值分數，並做簡單的應用。 等值分數 

N-2-16 
能在數線上標記小數，並透過等值分

數，標記簡單的分數。 

等值分數 

N-3-05 

能認識最大公因數、最小公倍數與兩

數互質的意義，並用來將分數化成最

簡分數。 

等值分數 

N-3-06 能理解等值分數、約分、擴分的意義。 等值分數 

N-3-07 

能理解通分的意義，並用來解決異分

母分數的比較與加減問題。 

等值分數、假分數、帶分

數的轉換、分數的大小比

較、分數的加減運算 

N-3-15 

能認識比、比值與正比的意義，並解

決生活中的問題。 

（備註：「比、比值與正比」

不在本次實作範圍內，故

無對應概念） 

資料來源：本研究整理 
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表 4-3-b 本研究架構與九年一貫數學課程綱要之對應（解題技能） 

能力指

標編碼 

能力指標敘述（解題技能部分） 與本研究架構中解題技能解題技能解題技能解題技能

部份部份部份部份之相關能力 

N-1-01 
能說、讀、聽、寫 1000 以內的數，比

較其大小，並做位值單位的換算。 

數的認識 

N-1-02 
能理解加法、減法的意義，解決生活

中的問題。 

加法、減法 

N-1-03 能理解加、減直式計算。 加法、減法 

N-1-04 
能理解乘法的意義，解決生活中簡單

整數倍的問題。 

加法、乘法 

N-2-03 能熟練整數加、減的直式計算。 加法、減法 

N-2-05 能理解乘、除直式計算。 乘法、除法 

N-3-01 能熟練整數乘、除的直式計算。 乘法、除法 

N-3-03 
能理解因數、倍數、公因數與公倍數。 乘法、除法、因數、倍數、

公因數、公倍數 

N-3-04 
能認識質數、合數，並能用短除法做

質因數分解。 

乘法、除法、因數、倍數 

N-3-05 

能認識最大公因數、最小公倍數與兩

數互質的意義，並用來將分數化成最

簡分數。 

乘法、除法、公因數、公

倍數 

N-3-06 
能理解等值分數、約分、擴分的意義。 乘法、除法、通分、擴分、

約分 

N-3-07 
能理解通分的意義，並用來解決異分

母分數的比較與加減問題。 

加法、減法、乘法、除法、

通分、擴分、約分 

資料來源：本研究整理 

步驟二、建立診斷工具 

以國小三到五年級所學習之分數概念及分數加減為範圍，進行診

斷工具的建立，並根據該題目內容及意涵，以概念架構圖中之概念節

點，賦予適當之數值描述（詳見附錄二）。 
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第三節、建立常見錯誤類型比對工具 

步驟一：錯誤類型之文獻探討 

本研究針對國內、外分數概念相關研究報告中，將分數加減「概

念學習」上常見錯誤類型綜合整理如表 4-4： 

表 4-4 分數加減「概念」上常見錯誤類型之文獻整理 

類型

編號 

錯誤類型描述 研究者 

1 形狀不同的圖形較難決定是否等分 呂玉琴（1993） 

2 對於三至五年級學生，分數的學習是困難的，不到 10%

的學生具有分數的基本概念，運算符號的操作無法和具

體實物操作連接，大部分的學生並未真正了解分數的意

義。 

Jecks（1981） 

3 大部分三年級學童在處理分數板時，只注意分數板被切

成幾塊，而不去注意分割後每一部份是否相等。 

Bergeron & 

Herscovics

（1987） 

4 學生對單位量的指認有下列錯誤類型： 

1.忽略給定的單位量 

2.受分子控制 

3.受分母控制 

Figueras（1989） 

5 而在處理部份/全部、子集/集合、比的意義的分數 

問題或將分數視為是數線上的一點的值，最重要的就是

確認單位量。只有在單位量確認之後，才能進一步的理

解分數問題 

呂玉琴（1996） 

6 在分數比較大小的排序中，分子相同以分母做比較的題

目較以分母相同用分子做比較的題目，使學生感到困

難。 

楊壬孝（1988） 

7 將連續量分成兩份，但兩份不一樣大小；將同樣大小的

離散量分成兩份，但兩份個數不一樣多；將不同大小的

離散量分成個數相同的兩份，但總量不一樣多。 

詹婉華等(2004) 

8 學生傾向於自我假設在同一情境中出現的各個分數具

有相同的單位量。當資訊量超過學生的處理能力時，學

生會配合其處理能力，自行更改單位量，或分解單位量。 

林福來、黃敏

晃、呂玉琴

（1996） 

9 受整數基模的影響，視分數為兩個獨立的數 洪素敏（2004） 

資料來源：本研究整理 
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綜合相關研究並加以分類整理，學生在這個主題的學習上，分數

概念較容易產生的錯誤情形有： 

一、 等分的觀念並不完整 

二、 單位量的辨認不清 

三、 單位分數概念不清 

四、 受整數基模的影響 

五、 部份－全部的區分轉換 

六、 等值分數概念 

 

本研究針對國內、外分數概念相關研究報告中，將分數「解題技

能」上常見錯誤類型綜合整理如表 4-5： 
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表 4-5 分數加減「解題技能」上常見錯誤類型之文獻整理 

類型

編號 
錯誤類型描述 研究者 

1 分析三、五和七年級的學生所犯的錯誤，並分成六大類： 

1.演算的錯誤。 

2.基本事實的錯誤。 

3.概念的錯誤。 

4.位值的錯誤。 

5.多方面的錯誤。 

6.省略的錯誤 

Grady ＆ 

Hutcherson

（1981） 

2 1.帶分數轉譯假分數的錯誤。   

2.整數轉譯為等值分數的錯誤。   

3.通分時轉譯為等值分數的錯誤。   

4.求共同分母的錯誤。   

5.加法程序錯誤。   

6.不會化簡或約分錯誤。 

Tatsuoka

（1984） 

3 1. 將被加數加上加數的分子成為答案的分子。 

2. 運算符號的錯誤。 

3. 將被加數分別加上加數的分子、分母成為答案的分子、

分母。 

4. 借位的錯誤。 

5. 計算錯誤。 

6. 假分數化成帶分數的錯誤。 

7. 減數的整數部分用減法計算，真分數部分用加法計算。 

8. 乘數的整數部分用乘法，真分數部分用加法。 

9. 被乘數、乘數都化成假分數後，分子乘分子，分母則不

相乘。 

10. 只做真分數部分的乘法，整數部分則不相乘。 

11. 假分數化成帶分數的錯誤。 

12. 把被除數當成分母，除數當成分子。 

13. 商數與除數倒置。 

湯錦雲(2002)、 

洪素敏（2004） 

4 Ashlock（1986）將學生所犯的錯誤分成三大類： 

1.運算的錯誤：使用錯誤的運算符號。 

2.明顯的計算錯誤。 

3.算則的錯誤：步驟及運算次序上的錯誤 

引自林彥宏

（2002） 

資料來源：本研究整理 
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綜合上述研究，歸類學生在分數加、減法的運算技巧常犯的錯誤

如下：  

一、 整數與分數換算 

二、 整數借位的問題 

三、 同分母分數的加法運算錯誤 

四、 異分母分數的加法運算錯誤 

五、 同分母分數的減法運算錯誤 

六、 異分母分數的減法運算錯誤 

七、 帶分數的加法運算錯誤 

八、 帶分數的減法運算錯誤 
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步驟二：將常見錯誤類型轉換為屬性分析表 

綜合相關研究並加以分類整理，並將這些常見錯誤類型建立屬性

分析表如表 4-6： 

表 4-6 分數加減常見錯誤類型之屬性分析表 

編號 錯誤類型 
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

Err_A_1 整數與分數換算 0 0 0 0 1 1 0 0 0 

Err_ A _2 整數借位的問題 0 0 0 0 1 1 1 0 0 

Err_ A _3 同分母分數的加

法運算錯誤 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 

Err_ A _4 異分母分數的加

法運算錯誤 
0 0 0 0 0 1 0 1 0 

Err_ A _5 同分母分數的減

法運算錯誤 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 

Err_ A _6 異分母分數的減

法運算錯誤 
0 0 0 0 0 1 0 0 1 

Err_ A _7 帶分數的加法運

算錯誤 
0 0 0 0 1 1 1 1 0 

Err_ A _8 帶分數的減法運

算錯誤 
0 0 0 0 1 1 1 0 1 

Err_ B _1 等分的觀念並不

完整 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 

Err_ B _2 單位量的辨認不

清 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 

Err_ B _3 單位分數概念不

清 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 

Err_ B _4 受整數基模的影

響 

1 1 1 0 0 0 0 0 0 

Err_ B _5 部份－全部的區

分轉換 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Err_ B _6 等值分數概念 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

 

編碼 Err_S_No 中，S 代表類別（A 代表運算技巧的錯誤；B 代

表學習概念錯誤），No 則為在該類別之錯誤模式編號。 
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第四節 進行診斷性演算 

步驟一：學生作答資料的整理 

一、建立試題概念分配表： 

試題概念分配表是用來表示出概念在試題中分配的狀況，亦即試

題中包含了哪些主題概念以及這些概念是位於試題中的哪個部分（如

表 4-7）： 
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表 4-7 本研究診斷工具之試題概念分配表 概念編號   題目編號 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 
Q_A_1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

Q_A_2a 0 0 0 0 1 0 1 0 0 

Q_A_2b 0 0 0 1 1 0 1 1 0 

Q_A_3a 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

Q_A_3b 0 0 0 0 1 0 0 1 0 

Q_A_4a 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

Q_A_4b 0 0 0 0 1 0 1 0 1 

Q_A_5a 0 0 0 0 0 1 0 1 0 

Q_A_5b 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

Q_A_6 0 0 0 0 1 1 1 0 1 

Q_A_7 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

Q_A_8 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

Q_B_1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

Q_B_2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_3 1 1 1 1 0 1 0 1 0 

Q_B_4 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

Q_B_5 0 0 0 0 0 1 1 0 1 

Q_B_6 0 0 0 1 0 1 0 0 0 

Q_B_7 0 0 0 0 1 1 1 1 1 

Q_B_8 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_9 0 0 1 1 1 0 0 0 0 

Q_B_10 1 0 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_11 1 0 0 1 0 1 1 0 0 

Q_B_12 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_13 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

Q_B_14 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_15 1 0 0 1 0 1 1 0 0 

Q_B_16 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_17 0 0 0 0 1 1 1 1 1 

總計 10 6 8 13 10 14 10 9 6 
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二、建立概念分布矩陣表（如表 4-8） 

表 4-8 本研究診斷工具之概念分布矩陣表 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 
Q_A_1 0 0 0 0.077 0 0 0 0 0 

Q_A_2a 0 0 0 0 0.1 0 0.1 0 0 

Q_A_2b 0 0 0 0.077 0.1 0 0.1 0.11 0 

Q_A_3a 0 0 0 0 0 0 0 0.11 0 

Q_A_3b 0 0 0 0 0.1 0 0 0.11 0 

Q_A_4a 0 0 0 0 0 0 0.1 0 0.167 

Q_A_4b 0 0 0 0 0.1 0 0.1 0 0.167 

Q_A_5a 0 0 0 0 0 0.071 0 0.11 0 

Q_A_5b 0 0 0 0 0.1 0.071 0 0.11 0 

Q_A_6 0 0 0 0 0.1 0.071 0.1 0 0.167 

Q_A_7 0 0 0 0 0 0.071 0 0 0 

Q_A_8 0 0 0 0 0 0.071 0 0 0 

Q_B_1 0 0 0 0 0.1 0.071 0 0.11 0 

Q_B_2 0.1 0.167 0.125 0.077 0 0 0 0 0 

Q_B_3 0.1 0.167 0.125 0.077 0 0.071 0 0.11 0 

Q_B_4 0 0 0 0 0 0.071 0 0 0 

Q_B_5 0 0 0 0 0 0.071 0.1 0 0.167 

Q_B_6 0 0 0 0.077 0 0.071 0 0 0 

Q_B_7 0 0 0 0 0.1 0.071 0.1 0.11 0.167 

Q_B_8 0.1 0.167 0.125 0.077 0 0 0 0 0 

Q_B_9 0 0 0.125 0.077 0.1 0 0 0 0 

Q_B_10 0.1 0 0.125 0.077 0 0 0 0 0 

Q_B_11 0.1 0 0 0.077 0 0.071 0.1 0 0 

Q_B_12 0.1 0.167 0.125 0.077 0 0 0 0 0 

Q_B_13 0.1 0 0 0 0 0 0 0 0 

Q_B_14 0.1 0.167 0.125 0.077 0 0 0 0 0 

Q_B_15 0.1 0 0 1 0 0.071 0.1 0 0 

Q_B_16 0.1 0.167 0.125 0.077 0 0 0 0 0 

Q_B_17 0 0 0 0 0.1 0.071 0.1 0.11 0.167 

總計 10 6 8 13 10 14 10 9 6 
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三、建立學生答題狀況表（如表 4-9）： 

表 4-9 學生答題狀況表 

 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 
Q_A_1     1    

Q_A_2a  1  1   1  

Q_A_2b 1   1  1   

Q_A_3a  1       

Q_A_3b  1       

Q_A_4a         

Q_A_4b         

Q_A_5a         

Q_A_5b   1      

Q_A_6      1   

Q_A_7 1        

Q_A_8      1   

Q_B_1  1   1 1 1  

Q_B_2         

Q_B_3    1  1 1  

Q_B_4         

Q_B_5    1 1 1   

Q_B_6    1     

Q_B_7    1    1 

Q_B_8      1   

Q_B_9 1   1  1   

Q_B_10 1        

Q_B_11  1    1   

Q_B_12   1 1 1  1  

Q_B_13  1  1 1 1  1 

Q_B_14 1   1     

Q_B_15  1    1   

Q_B_16 1   1 1  1  

Q_B_17  1       
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四、建立學生答題錯誤概念表（如表 4-10-a、4-10-b、4-10-c） 

表 4-10-a 本研究實作學生答題錯誤概念統計（整體答題狀況） 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 
S1 0.3 0.334 0.5 0.385 0.2 0.071 0.1 0.11 0 

S2 0.3 0 0 1.077 0.4 0.284 0.4 0.44 0.167 

S3 0.1 0.167 0.125 0.077 0.1 0.071 0 0.11 0 

S4 0.5 0.668 0.625 0.539 0.4 0.284 0.4 0.33 0.334 

S5 0.3 0.334 0.25 0.231 0.1 0.142 0.1 0.11 0.167 

S6 0.5 0.334 0.375 1.385 0.4 0.497 0.5 0.33 0.334 

S7 0.3 0.501 0.375 0.231 0.2 0.142 0.1 0.22 0 

S8 0.1 0 0 0 0.1 0.071 0.1 0.11 0.167 
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表 4-10-b 本研究實作學生答題錯誤概念統計（解題技能） 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 
S1 0 0 0 0.077 0.1 0.071 0.1 0.11 0 

S2 0 0 0 0 0.2 0 0.1 0.22 0 

S3 0 0 0 0 0.1 0.071 0 0.11 0 

S4 0 0 0 0.077 0.2 0 0.2 0.11 0 

S5 0 0 0 0.077 0 0 0 0 0 

S6 0 0 0 0.077 0.2 0.142 0.2 0.11 0.167 

S7 0 0 0 0 0.1 0 0.1 0 0 

S8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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表 4-10-c 本研究實作學生答題錯誤概念統計（概念學習） 

 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 
S1 0.3 0.334 0.5 0.308 0.1 0 0 0 0 

S2 0.3 0 0 1.077 0.2 0.284 0.3 0.22 0.167 

S3 0.1 0.167 0.125 0.077 0 0 0 0 0 

S4 0.5 0.668 0.625 0.462 0.2 0.284 0.2 0.22 0.334 

S5 0.3 0.334 0.25 0.154 0.1 0.142 0.1 0.11 0.167 

S6 0.5 0.334 0.375 1.308 0.2 0.355 0.3 0.22 0.167 

S7 0.3 0.501 0.375 0.231 0.1 0.142 0 0.22 0 

S8 0.1 0 0 0 0.1 0.071 0.1 0.11 0.167 

 

步驟二、錯誤類型的比對 

將學習者的「答題錯誤概念表」與「常見錯誤類型屬性分析表」，

採灰關聯分析之運算，進行錯誤類型特徵值的比對，進一步掌握學生

的學習狀況，深入其學習歷程的問題。 

以學習者 S2為例，將其學習狀況進行比對後產生分析結果如下： 
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(一)S2的整體作答狀況與錯誤類型比對之關聯度如下： 

r(x 0, x 10) = 0.6538  >  r(x 0, x 6) = 0.6518  >  

r(x 0, x 14) = 0.6518  >  r(x 0, x 1) = 0.6406  >  

r(x 0, x 5) = 0.6356  >  r(x 0, x 8) = 0.6294  >  

r(x 0, x 2) = 0.6063  >  r(x 0, x 9) = 0.6046  >  

r(x 0, x 11) = 0.6046  >  r(x 0, x 3) = 0.5979  >  

r(x 0, x 7) = 0.5815  >  r(x 0, x 13) = 0.5695  >  

r(x 0, x 12) = 0.5093  >  r(x 0, x 4) = 0.4364 

(二)S2的答題技能錯誤狀況與錯誤類型比對之關聯度如下： 

r(x 0, x 5) = 0.8417  >  r(x 0, x 10) = 0.8417  >  

r(x 0, x 6) = 0.8417  >  r(x 0, x 9) = 0.8417  >  

r(x 0, x 14) = 0.8417  >  r(x 0, x 11) = 0.8417  >  

r(x 0, x 3) = 0.8080  >  r(x 0, x 1) = 0.8051  >  

r(x 0, x 8) = 0.7522  >  r(x 0, x 12) = 0.6936  >  

r(x 0, x 2) = 0.6781  >  r(x 0, x 7) = 0.6443  >  

r(x 0, x 13) = 0.6195  >  r(x 0, x 4) = 0.5117 

(三)S2的答題概念錯誤狀況與錯誤類型比對之關聯度如下： 

r(x 0, x 10) = 0.6964  >  r(x 0, x 6) = 0.6944  >  

r(x 0, x 14) = 0.6944  >  r(x 0, x 5) = 0.6783  >  

r(x 0, x 1) = 0.6581  >  r(x 0, x 11) = 0.6472  >  

r(x 0, x 9) = 0.6472  >  r(x 0, x 8) = 0.6350  >  

r(x 0, x 3) = 0.6137  >  r(x 0, x 13) = 0.6121  >  

r(x 0, x 2) = 0.6120  >  r(x 0, x 7) = 0.5603  >  

r(x 0, x 12) = 0.5519  >  r(x 0, x 4) = 0.4522 
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第五章第五章第五章第五章    方法評估方法評估方法評估方法評估        

    
本研究旨在建立一適用於學校班級教學之電腦輔助學習診斷方

法，在知識結構基礎下，配合一般形成性或總結性目的之試題，期望

達成診斷性評量之功效。藉由技能性題型與概念性題型之施測，進行

學習者學習狀況之訊息整合，配合常見錯誤類型的比對，進行兩階段

的演算比較。 

本章旨在呈現分析結果，根據本研究目的，進行二項分析說明。

第一節以學生測驗診斷結果與詢問訪談記錄進行比較，嘗試了解本診

斷方法之估算成效。第二節比較受試者「解題技能」與「概念學習」

兩類題目之診斷表現並加以說明。 

第一節 本方法之診斷成效 

以學習者 S2為例： 

S2的整體作答狀況整體作答狀況整體作答狀況整體作答狀況診斷結果如下： 

單位量的辨認不清＞異分母分數的減法運算錯誤＞等值分

數概念＞整數與分數換算＞同分母分數的減法運算錯誤＞帶分

數的減法運算錯誤＞整數借位的問題＞等分的觀念並不完整＞

單位分數概念不清＞同分母分數的加法運算錯誤＞帶分數的加

法運算錯誤＞部份－全部的區分轉換＞受整數基模的影響＞異

分母分數的加法運算錯誤 

在學習者 S2的診斷結果指出，「單位量的辨認不清」、「異分

母分數的減法運算錯誤」、「整數與分數換算」等三錯誤模式，為

關聯度較大之錯誤模式。經深入分析學習者之作答算式，並進行

訪談以了解作答者思考過程後，將診斷結果與作答錯誤原因相互

對照後，說明如表 5-1： 
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表 5-1 診斷結果與作答錯誤原因對照表 灰關聯 排序 診斷 

結果 

作答錯

誤題號 
作答錯誤分析 

Q_B_1 
圖形等分成四份後，將四份加上整個圖形（4＋1

＝5）,當作單位量 

Q_B_11 
圈出四個彈珠當作單位量，再從其中圈出一個當

分子（學習者自訴其算式） 

Q_B_12 
認定整個為單位量，無法將左邊圖形切割獨立視

為單位量 

Q_B_13 
學生答題說明：因為

1 2  ＝ 1 2  （缺乏分屬不同單

位量之概念） 

1 

單位量的辨認不清 

Q_B_15 僅以數字比大小，未加入單位量觀念 

2 
異分母分數的減法運算錯誤 Q_B_17  

未完成兩階段問項 

3 等值分數概念   

4 

整數與分數換算 
Q_A_2a 

1 13 20  中，換算為分數時，忽略分母為 20，誤將整

數 1轉換為分母量 10，1 13 20  化為 23 20   
5 

同分母分數的減法運算錯誤   

6 
帶分數的減法運算錯誤   

7 
整數借位的問題   

8 
等分的觀念並不完整   

9 
單位分數概念不清   

10 

同分母分數的加法運算錯誤 Q_A_3a 將「同分母分數的加法」誤算為「同分母分數的

減法」 

11 
帶分數的加法運算錯誤   

12 
部份－全部的區分轉換   

13 
受整數基模的影響   

14 
異分母分數的加法運算錯誤   
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說明：  

一、 試卷中有五題（Q_B_1、Q_B_11、Q_B_12、Q_B_13、

Q_B_15），答題錯誤原因與該學習者「單位量的辨認不

清」的錯誤類型符合。 

二、 試卷中有一題（Q_B_7），答題錯誤原因與該學習者

「異分母分數的減法運算錯誤」的錯誤類型符合。 

三、 試卷中有一題（Q_A_2a），答題錯誤原因與該學習者

「整數與分數換算」的錯誤類型符合。 

四、 診斷錯誤類型排序為 3 的「等值分數概念」，雖未在

答題反應中得到直接對應，但因該錯誤類型在異分母比

較大小或加減時使用之「通分」技巧有關，也與整數、

分數換算技巧有關，所以推論該錯誤類型為學習者 S2

可能之錯誤類型，需列為教學者後續觀察、診斷之目標。 

五、 診斷錯誤類型排序為 10 的「同分母分數的加法運算

錯誤」，雖然有直接對應證據（Q_A_3a），但在本試卷中，

包含分數加法概念之試題共有 9 題（Q_A_2b、

Q_A_3a 、Q_A_3b、 Q_A_5a、Q_A_5b、Q_B_1、Q_B_3、

Q_B_7、Q_B_17），答對題數為 6 題，答錯題數為 3 題，

比例佔 
1

3
，所以其關聯排序屬於中段。 
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第二節「解題技能」與「概念學習」兩階段診斷之結果 

學生學習過程中，常因為計算技巧不斷的操練，相關題型反覆練

習而建立答題模式，答題正確並不一定代表學習者擁有清楚概念。將

學生在「解題技能」與「概念學習」兩類別之作答情況進行分析，讓

學生的學習訊息得到更完整之呈現，俾利教學者進行更完備之判斷。 

整理診斷數據（如表 5-2），將各學習者排序前五項錯誤類型，依

「解題技能」與「學習概念」分類列出，再將這兩類中的項目進行比

對。如果在兩類中均出現則列為「一致項目」，未在另一類別出現的

項目則列為「不一致項目」，經由這樣的比對，了解學生在「解題技

能」與「學習概念」學習上，是否有一致性，藉此增加了解學生學習

狀況的廣度。 
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表 5-2 「解題技能」與「概念學習」診斷對照表 

 解題技能 概念學習 一致項目 

一

致

項

數 

不一致項目 

其

他

項

數 

S1 等值分數概念>異分母分數的減法運算錯誤>單位量的辨認不清>同分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整  
單位分數概念不清>等分的觀念並不完整>單位量的辨認不清>受整數基模的影響>部份－全部的區分轉換> 

單位量的辨認不清 1 等值分數概念、異分母分數的減法運算錯誤、同分母分數的減法運算錯誤、等分的觀念並不完整、單位分數概念不清、等分的觀念並不完整、受整數基模的影響、部份－全部的區分轉換 

8 

S2 同分母分數的減法運算錯誤>單位量的辨認不清>異分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整>等值分數概念 
單位量的辨認不清>異分母分數的減法運算錯誤>等值分數概念>同分母分數的減法運算錯誤>整數與分數換算 

同分母分數的減法運算錯誤、單位量的辨認不清、異分母分數的減法運算錯誤、等值分數概念 
4 等分的觀念並不完整、整數與分數換算 2 

S3 等值分數概念>異分母分數的減法運算錯誤>單位量的辨認不清>同分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整 
等分的觀念並不完整>單位分數概念不清>單位量的辨認不清>同分母分數的減法運算錯誤>等值分數概念 

等值分數概念、單位量的辨認不清、同分母分數的減法運算錯誤、等分的觀念並不完整 
4 異分母分數的減法運算錯誤、單位分數概念不清 2 

S4 同分母分數的減法運算錯誤>單位分數概念不清>異分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整>單位量的辨認不清 
受整數基模的影響>部份－全部的區分轉換>等分的觀念並不完整>單位分數概念不清>單位量的辨認不清 

單位分數概念不清  、等分的觀念並不完整、單位量的辨認不清 
3 異分母分數的減法運算錯誤、受整數基模的影響、同分母分數的減法運算錯誤、部份－全部的區分轉換 

4 
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表 5-2 「解題技能」與「概念學習」診斷對照表（續） 

S5 單位分數概念不清>異分母分數的減法運算錯誤>同分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整>等值分數概念 
等分的觀念並不完整>單位量的辨認不清>單位分數概念不清>同分母分數的減法運算錯誤>等值分數概念 

單位分數概念不清、同分母分數的減法運算錯誤、等分的觀念並不完整、等值分數概念 
4 異分母分數的減法運算錯誤、單位量的辨認不清 2 

S6 同分母分數的減法運算錯誤>等值分數概念>異分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整>單位量的辨認不清 
部份－全部的區分轉換>單位量的辨認不清>單位分數概念不清>異分母分數的減法運算錯誤>等值分數概念 

等值分數概念、異分母分數的減法運算錯誤、單位量的辨認不清 
3 同分母分數的減法運算錯誤、等分的觀念並不完整、部份－全部的區分轉換、單位分數概念不清 

4 

S7 同分母分數的減法運算錯誤>單位量的辨認不清>異分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整>等值分數概念 
等分的觀念並不完整>單位分數概念不清>單位量的辨認不清>同分母分數的加法運算錯誤>受整數基模的影響 

單位量的辨認不清、等分的觀念並不完整 2 同分母分數的減法運算錯誤、異分母分數的減法運算錯誤、等值分數概念、單位分數概念不清、同分母分數的加法運算錯誤、受整數基模的影響 
6 

S8 單位分數概念不清>異分母分數的減法運算錯誤>同分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整>等值分數概念 
同分母分數的減法運算錯誤>單位量的辨認不清>等值分數概念>異分母分數的減法運算錯誤>等分的觀念並不完整 

異分母分數的減法運算錯誤、同分母分數的減法運算錯誤、等分的觀念並不完整、等值分數概念 
4 單位分數概念不清、單位量的辨認不清 2 

說明： 

一、 學習者 S2、S3、S5與 S8在兩類別的診斷對照中，呈現

錯誤類型歧異度較低，推測四位學習者在該學習主題的

「解題技能」與「概念學習」兩方面的錯誤類型較一致。 

二、 學習者 S1與 S7在兩類別的診斷對照中，呈現錯誤類型
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歧異度較高，推測兩位學習者在該學習主題的「解題技

能」與「概念學習」兩方面的錯誤類型並不一致，在後

續補救引導的範圍及路徑，教學者都須將其納入考量。 
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第第第第六六六六章章章章    結論及未來工作結論及未來工作結論及未來工作結論及未來工作        

    
一般的測驗著重於以總分來評定受試者的學習狀況，這樣的評量

方式很難對受試者的整體學習狀況達到通盤瞭解。如何藉由知識結構

的基礎，配合受試者的量化施測資料結果或質性晤談紀錄，呈現出受

試者真實、客觀的知識學習狀況，是許多研究者所關心的議題。本研

究綜合診斷與分析結果，提出了一個基於知識概念結構，結合灰系統

中探求關聯度的方法，提供個別學習診斷報告書，讓學生能夠了解自

己的學習狀況，更有利教師根據學生的診斷情形，對於未精熟或漏失

的概念進行觀念的建立，更可針對迷思的概念進行轉構教學。本章將

針對本研究之成果作一整體性說明，最後提出未來研究方向的建議，

以提供後續研究者參考。 

第一節 研究結論  

目前本研究做出之研究成果如下：  

一、 將學生答題狀況，根據解題技能、概念學習進行分類比

對。可以由診斷數據中實證學生在學習歷程中，其解題技能

與對該學習主題的概念了解與否，並非一定相關。一個學生

能解答問題，並不一定在概念上是完整的。 

二、 試題的概念分布和錯誤類型的推論有很大的關係，如果依

循學習路徑結構，將錯誤類型與診斷概念平均分散在各題，

將能收取更多訊息以供比對。相反地，學生受測題數少、受

測概念訊息不足，診斷分類狀況也較不佳。 

三、 藉由本方法的診斷，呈現出學生實際的答題行為之客觀結

果。並據此提供受測學生應加強的概念節點順序建議，以及

錯誤類型參考。 
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四、 透過本測驗方法的診斷，可在一般教學條件之下，採用形

成性或總結性評量之試題，配合知識結構理論之診斷分析，

對班級之施測結果進行判斷追蹤。 

五、 透過學習診斷報告，可以將該主題中主要學習概念列出，

並在合理學習路徑之基礎上，有根據地進行學生錯誤概念之

瞭解，讓教師針對學生的迷思概念進行補救，達到事半功倍

之效能。  

第二節 研究建議  

  本研究在測驗診斷上提供新的方法，但本研究也有幾項困難

點，有待對本研究有興趣之研究者繼續努力研究及改進，未來研究方

向建議參考如下：  

一、 概念結構圖的建立，對後續判斷學生的錯誤類型和補救，

有很大的關係。因此，在形成概念結構圖時，應力求周延，

除了課堂教師的現場經驗外，學科專家的思考參與，能在實

務與理論間整合出更貼近現實的結構。 

二、 本研究在概念結構圖的建立上，採取問卷填寫方式收集學

習概念的關聯性，對於受訪者作答上略顯繁雜。未來可嘗試

採用線上問卷方式，將概念節點以圖表形式呈現，關聯性之

給定資料，也可使用程式自動計算並形成概念關聯圖。 

三、 本研究所使用的「概念認知程度模糊尺度」是依照一般常

理範圍合理使用，尺度裡各認知程度範圍的制定以及問卷中

語意值需再研究，亦可再研究使用其他尺度做分隔。 

四、 本研究採用之「錯誤比對類型」是根據文獻資料轉化而

來，若能在足夠測驗樣本建立後，由資料庫萃取具代表性之

實證錯誤模型，進一步深究該學習困難模式之狀況與補救。 
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五、 藉由灰關聯之運算，可以綜合性了解學習者之概念形成狀

況。但灰關聯度的數值僅能作為兩兩數據間的比較結果，代

表數列資料間的關係性，不適合作為判斷其重要性的門檻

值。 
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附    錄    一 

國小三至五年級學習「分數加減」單元概念關聯訪談表  

 

老師您好：  

        感謝您在百忙之中協助填寫問卷，這是一份碩士論文研究「以知識概念

架構為基之學習診斷方法」，素仰  台端教學經驗豐富，本研究亟需您的協助與

指導，請您惠賜卓見。    

        本研究主要是針對國小三至五年級數學「分數加減」單元的課程，將其

中主要學習歷程及主要概念，以及每個概念的主要能力列出，希望藉由此份問卷

取得教育專家對於該單元中學習路徑與子概念之建立順序，其重要程度為何？以

其產生該主題之專家知識結構圖，使第二階段教學實驗得以進行，敬請惠賜指正。  

      敬祝  教安  

                

私立南華大學資訊管理研究所                

指導教授：  王昌斌  博士                

研究生：  張英燦  敬上 

 下面表格是「國小分數概念關聯訪談表」，本調查表分成兩部份：（一）概念的上下位關係（二）概念相關程度。 （一）「學習時的上位概念」選項的作答： 

1.若您認為兩個觀念之間，在學習順序上有先後次序的必要性，請將您認為屬於先備觀念的概念勾選起來【例如：■加法 □乘法】 

2.若您認為兩概念之間無直接上下位關係，請勾選【□兩概念無上下位關係】： （二）概念相關程度選項的作答： 您認為兩概念之間的相關程度為何？請在「□」中，勾選一個您認定適合的程度(請單選)。： 

概念 關聯概念 學習時的上位概念 概念相關程度 

等分概念(C2) □單位量(C1) 

□等分概念(C2) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

單位分數(C3) □單位量(C1) 

□單位分數(C3) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

單位量

(C1) 

 

分數概念及記錄

方法(C4) 

□單位量(C1) 

□分數概念及記錄方法(C4) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 
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等值分數(C5) □單位量(C1) 

□等值分數(C5) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

假分數、帶分數

的轉換(C6) 

□單位量(C1) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的大小比較

(C7) 

□單位量(C1) 

□分數的大小比較(C7) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的加法運算

(C8) 

□單位量(C1) 

□分數的加法運算(C8) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的減法運算

(C9) 

□單位量(C1) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

單位分數(C3) □等分概念(C2) 

□單位分數(C3) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數概念及記錄

方法(C4) 

□等分概念(C2) 

□分數概念及記錄方法(C4) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

等值分數(C5) □等分概念(C2) 

□等值分數(C5) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

假分數、帶分數

的轉換(C6) 

□等分概念(C2) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的大小比較

(C7) 

□等分概念(C2) 

□分數的大小比較(C7) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

等分概

念(C2) 

 

分數的加法運算

(C8) 

□等分概念(C2) 

□分數的加法運算(C8) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 
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分數的減法運算

(C9) 

□等分概念(C2) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數概念及記錄

方法(C4) 

□單位分數(C3) 

□分數概念及記錄方法(C4) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

等值分數(C5) □單位分數(C3) 

□等值分數(C5) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

假分數、帶分數

的轉換(C6) 

□單位分數(C3) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的大小比較

(C7) 

□單位分數(C3) 

□分數的大小比較(C7) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的加法運算

(C8) 

□單位分數(C3) 

□分數的加法運算(C8) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

單位分

數(C3) 

 

分數的減法運算

(C9) 

□單位分數(C3) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

等值分數(C5) □分數概念及記錄方法(C4) 

□等值分數(C5) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

假分數、帶分數

的轉換(C6) 

□分數概念及記錄方法(C4) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的大小比較

(C7) 

□分數概念及記錄方法(C4) 

□分數的大小比較(C7) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數概

念及記

錄方法

(C4) 

 

分數的加法運算

(C8) 

□分數概念及記錄方法(C4) 

□分數的加法運算(C8) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 
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分數的減法運算

(C9) 

□分數概念及記錄方法(C4) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

假分數、帶分數

的轉換(C6) 

□等值分數(C5) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的大小比較

(C7) 

□等值分數(C5) 

□分數的大小比較(C7) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的加法運算

(C8) 

□等值分數(C5) 

□分數的加法運算(C8) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

等值分

數(C5) 

 

分數的減法運算

(C9) 

□等值分數(C5) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的大小比較

(C7) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□分數的大小比較(C7) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的加法運算

(C8) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□分數的加法運算(C8) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

假分

數、帶分

數的轉

換(C6) 

 

分數的減法運算

(C9) 

□假分數、帶分數的轉換(C6) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的加法運算

(C8) 

□分數的大小比較(C7) 

□分數的加法運算(C8) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的

大小比

較(C7) 

分數的減法運算

(C9) 

□分數的大小比較(C7) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 

分數的

加法運

算(C8) 

分數的減法運算

(C9) 

□分數的加法運算(C8) 

□分數的減法運算(C9) 

□兩概念無上下位關係 

非常相關    □ 
大致相關    □ 
有點相關    □ 
不相關      □ 
非常不相關  □ 謝謝您的耐心指教!! 
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附    錄    二 

國小三至五年級學習「分數加減」單元診斷工具 

Q_A_1：下面是真分數的打ˇ，假分數畫△，帶分數畫○：  

(1) （  ）
6

 8 
  (2) （  ）

13

 10 
    

(3) （  ）5
1

 2 
  (4) （  ）

7

 2 
   

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 

Q_A_2a：比比看，在（ ）裡填入＞、＜或＝： 

(1) 
19

 53 
 （     ）

39

 53 
     (2) 

14

 15 
 （     ）

15

 14 
  

(3) 
32

 20 
 （     ）1

13

 20 
    

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 1 0 1 0 0 

Q_A_2b：比比看，在（ ）裡填入＞、＜或＝： 

   (4) 10＋
13

 30 
 （     ）9＋

43

 30 
  

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 1 1 0 1 1 0 

Q_A_3a：同分母分數加法計算 
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(1) 
25

 39 
 ＋

11

 39 
 ＝         (3) 

5

 8 
 ＋

2

 8 
 ＝                    

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 

Q_A_3b：同分母分數加法計算 

 (2) 1
11

 16 
 ＋

9

 16 
 ＝        (4) 

2

 5 
 ＋
3

 5 
 ＋

4

 5 
 ＝ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 1 0 0 1 0 

Q_A_4a：同分母分數減法計算 

(2) 
11

 7 
 －

6

 7 
 ＝            (3) 

7

 11 
 －

3

 11 
 ＝  

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 0 0 1 0 1 

Q_A_4b：同分母分數減法計算 

(1) 2
4

 7 
 －

5

 7 
 ＝          (4) 7

1

 65 
 －4

15

 65 
 ＝ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 1 0 1 0 1 

Q_A_5a：異分母分數加法計算 
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(1) 
1

 2
 ＋

1

 6 
 ＝  

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 

Q_A_5b：異分母分數加法計算 

(2) 
2

 3
 ＋

3

 4 
 ＝           (3) 5

1

 2 
 ＋3

5

 8 
 ＝        

(4) 2＋
9

 7 
 ＝ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 1 1 0 1 0 

Q_A_6：異分母分數減法計算 

(1) 2
1

 7 
 －
1

 2 
 ＝         (2)2－

3

 8 
 ＝ 

(3) 2
1

 4 
 －1

1

 2 
 ＝        (4)3－1

1

 3 
 ＝ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 1 1 1 0 1 

Q_A_7：寫出等值分數 

(1)
36

 36 
 ＝ 

（    ）

 23 
 ＝ 

（    ）

 57 
 ＝ 1 
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⑵ 
3

 5 
 ＝ 

6

（    ）
 ＝ 

（    ）

 35 
 ＝ 

36

（    ）
  

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 

Q_A_8：填填看 

7

 8 
 ＝ 

7×（   ）

8×（   ）
 ＝ 

35

（    ）
，此過程叫作（    ）。 

25

 75 
 ＝ 

25÷（    ）

75÷（    ）
 ＝ 

（   ）

3
，此過程叫作（    ）。 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 

Q_B_1：一塊土司（如下圖），灰色部份是塗上花生醬，有（       ）

塊的土司塗上花生醬？   

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_2： 

 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 
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1 1 1 1 0 1 0 1 0 

Q_B_3： 

把和
2

 7 
一樣大的數圈起來  

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 

Q_B_4： 

媽媽買了 1個披薩，昨天吃了
1

3
個，今天吃了

2

7
個，還剩下（       ）

個？ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 0 1 1 0 1 

Q_B_5： 

一個分數的分子和分母的和是 80，可約分成 9

7

，這個分數約分前

是（     ）分之（      ）？ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 1 0 1 0 0 0 

Q_B_6： 
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機車油箱裡原有 3
1

2
公升的汽油，哥哥騎機車用去 2

4

5
公升，再去加

油站加了 1
3

4
公升，現在機車油箱裡有（        ）公升的汽油？ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 1 1 1 1 1 

Q_B_7： 

1盒果凍有 24個，把 1盒果凍平分成 6份，其中的 1份是（    ）

盒；平分成 12份，其中的 1份是（    ）盒。 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_8： 

5 個
1

 12 
盒果凍合起來是（    ）盒。（  ）個

1

 6 
盒果凍合起

來是
7

 6 
盒，也就是（  ）盒又（  ）個

1

 6 
盒果凍。 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 1 1 1 0 0 0 0 

Q_B_9： 

1盒蛋塔有 12 個，平分成 12份，每 1份是（    ）盒，小如吃

掉12

7

盒是（  ）個蛋塔。 
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 0 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_10： 

1瓶可樂有 1250毫公升，大寶喝了
2

 5 
瓶，小寶喝了

10

 25 
瓶可樂，

（      ）喝的比較多？ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 0 0 1 0 1 1 0 0 

Q_B_11： 

請圈出佔全部總數
1

4 
的彈珠  

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_12： 

在下圖中哪一個圖的黑色部分是原來圖形的一半（連續量）（對的

請打○，錯的請打×） 

 （      ）              （      ） 

 （       ）                   （      ）  
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 

Q_B_13： 

哥哥買了 1個圓形蛋糕、姊姊買了 1個長方形蛋糕。哥哥把他的蛋

糕分一半給你，姊姊把她的蛋糕分一半給弟弟，你和弟弟吃的一樣

多嗎？ 

□ 一樣多 

□ 不一樣多 

因為                                                                       

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 

Q_B_14： 

（       ）下列哪一個圖形的斜線部分代表整體的 
3

 4 
  等分？ 

(1)     (2)    

 

(3)     

 



  

 91

(4) 

    

    

    

    
 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_15： 

（        ）一盒草莓有 24 顆，小政拿了
3

8 
盒，小智拿了 7 顆。

請問誰拿走的草莓比較多？      

(1)小政。 因為 1 盒比 1顆大  

(2)小政。 因為
3

8 
盒＞7 顆  

(3)小智。 因為
3

8 
＜7  

(4)無法比較誰拿的比較多  

(5)其他                    

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 0 0 1 0 1 1 0 0 
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Q_B_16： 

阿姨做了 2 個圓形蛋糕平分給我們 3 個人吃，請問每個人吃了幾

個蛋糕？  

(1) 2 個  (2) 
3

2 
個   (3) 

2

3 
 個   (4) 

1

3 
個   (5) 

3

1 
 個(6)

其他 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 

Q_B_17： 

甲、乙、丙 3 人共有 10 公斤的糖果，甲有 2
2

5 
公斤，乙有 3

2

25 
公

斤，則丙有（       ）公斤的糖果？ 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 

0 0 0 0 1 1 1 1 1 

 




